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REsuMO. Em sistemas de controle, estamos interessados em es-
tudar equagdes diferenciais da forma z = f(z,u), onde z € R*
e u € R™; o parametro u é chamado controle ou entrada e z é
chamado variavel de estado. Quando f(z,u) é um polinémio em
z e u, podemos estudar esse tipo de sistema de um ponto de vista
algébrico diferencial. Neste trabalho apresentamos uma equivalén-
cia entre duas defini¢gSes de sistemas relativamente flat, utilizando
a teoria de algebra diferencial como em [F1i89]

1. INTRODUGAO

Diremos que um anel (k, +, -) é diferencial se existir uma operagéo
(que chamaremos de derivagdo) ' que satisfaz as seguintes condigdes:

e (a+b)=d+V,

e(a-b))=a-b+b-a.

Se o anel tiver estrutura de corpo, entdo diremos que k£ é um corpo
diferencial.

Um corpo E/k é uma extensdo diferencial se £ D k e as derivagles
em k se estendem a derivagées em F. Seja F uma extensdo diferencial
de k e X C E um subconjunto qualquer. Denotaremos k{X} o anel
diferencial gerado por X e suas derivadas, e k(X) o corpo de frages
diferencial gerado por k, X e as derivadas de X [Kap78].

Se X e U sdo conjuntos de varidveis diferenciais livres e J C
k{X,U} é um ideal primo, podemos considerar F' := Q(k{X,U}/J)
o corpo de fragdes do quociente do anel k{X, U} pelo ideal primo J.
Esta é uma extensdo de k.

Além disso, F' é extensdo que contém as raizes dos polinémios di-

ferenciais contidos em J, em particular, dos geradores de J. Dessa
1
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forma, podemos fazer aplicagdes da teoria algébrica diferencial para
estudar sistemas de equagdes diferenciais.
Em teoria de controle, a equagdo de estados é, normalmente, da
forma
ZI.Ji = fz(a:,u) 1= 1,...,n
yi=o¢j(z,u) j=1,...,r
Para ilustrar como a algebra diferencial pode nos auxiliar no estudo
de alguns desses sistemas, vamos considerar o conjunto de relagdes
polinomiais

(x)

z; — fi(lz,u) t=1,...,n

vy —¢i(z,u) 7=1,...,7r
que gera um ideal primo’® e fazemos a construcio citada anteriormen-
te.

Assim estudaremos algumas estruturas num anel/corpo que contém
as raizes do sistema (). A aplicagdo que estudaremos serd um estudo
de equagdes da forma ¢ = P(z,u), onde P é uma relagdo polinomial
entre z, u e, eventualmente, as derivadas de u.

2. RESULTADO PRINCIPAL

A seguir daremos uma série de defini¢des introduzidos por Fliess
em [F1i89] que generalizam o exemplo 1.

Diremos que uma extensdo diferencial E/k é finitamente gerada
se existir uma familia finita F C E tal que E = k(F).

Definicao. Um sistema de controle é uma extensdo diferencial, com
a derivagdo ' definida em k, F/k finitamente gerada.

Por simplicidade, diremos apenas sistema ao nos referirmos a sis-
tema de controle.

Defini¢ao. Entrada (u) de um sistema é uma base de transcendéncia
diferencial de E/k.

Definigdo. Um estado z relativo a uma entrada (u), é uma base
de transcendéncia algébrica de E/k(u).

'a demonstragio desse fato foge um pouco ao escopo desta segio, assim, isso sera
feita no apéndice.
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Exemplo 1. Considere o sistema: £ = z + u entdo uma entrada é u
e um estado é z.

Quando ndo houver perigo de ambigiiidade, diremos apenas estado.
Seja F/k um sistema de controle, entdo dado qualquer elemento
a € E, a obedece a uma relagdo polinomial da seguinte forma:

pe(a,z,u,...,u®) =0

Se ¢ = {z1,...,z,} C E entdo cada um dos elementos z; de z
obedece alguma relagdo polinomial da forma

pi(%s, T, %, ... ,ul*)) =0.

Por simplicidade, onde se 1é polindmio diferencial ¢(z, u) entenda-
se polinémio diferencial ¢ que depende das variaveis z, u, , 4, .- .

Teorema 1. Se E/k é um sistema de controle e k tem caracteris-
tica zero entdo a dimensao do estado € finita, isto €, o numero
de elementos da base de transcendéncia algébrica € finito para
qualquer entrada (u).

Demonstragdo. Sejam {uy, ... , U, uma entrada do sistema e £ uma
variavel de estado. Se ndo existisse um polindmio diferencial tal que
p(z, Uy, ... ,Un) = 0, entdo qualquer derivada de z n&o satisfaria
uma equagdo polinomial ndo nula, ou seja, {z} U {u1,...,un,} seria
um conjunto diferencialmente algebricamente independente, o que
contraria a hipétese de {uy, ..., u,} ser uma entrada do sistema E/k.

O

Definigao. Um sistema F/k é chamado de sistema flat se existir uma
familia y = {v1, ..., y»} contida em uma extensdo algébrica D/E tal
que y é uma base de transcendéncia diferencial de D/k e D/k(y) é
algébrico.

Observe que um sistema flat € um sistema no qual ndo aparecem

as variaveis de estado.

Definigao. Dado um sistema E/k, um subsistema de E/k é uma
extensdo S, de k que esta contido em E e tal que S/k seja um sistema.

Defini¢ao (Flatness relativo). Dado um subsistema S/k do sistema
E/k, dizemos que E é relativamente flat com relagdo a S se E/S
for flat.
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Definicao. Dizemos que um subconjunto Y de uma extensdo F de k
é diferencialmente algebricamente livre ou independente sobre k, se
ndo existir um polinémio diferencial p ndo nulo com coeficientes em
k, tal que p(Y') = 0.

Definigao (Extensdes Algebricamente Disjuntas). Dizemos que dois
subsistemas F;/k e E,/k de um sistema F/k sdo diferencialmente
algebricamente disjuntos ou diferencialmente algebricamente in-
dependentes se para L; e L, diferencialmente algebricamente livres
sobre k, entdo

1. LiN Ly =2;

2. L U L, é diferencialmente algebricamente livre sobre k.

Defini¢ao (Decomposicdo). Dizemos que E/k é decomposto pelos
subsistemas F; e F, se os sistemas sdo diferencialmente independentes
sobre k e E é algébrico sobre k(E;, E,).

Definigao. Uma saida de um sistema E/k é qualquer conjunto de
elementos de E.

Definicdo. Uma saida y (y C E) de um sistema E/k é chamada
saida flat se y for uma base de transcendéncia diferencial de alguma
extensdo algébrica D/E.

Lema 2. Sejam E/k uma extensdo diferencial de corpos e M, N
duas partes de E. Sdo equivalentes:

1. MUN ¢ diferencialmente algebricamente livre sobre k e M N
N =2,

2. M ¢€ diferencialmente algebricamente livre sobre kK e N €
algebricamente livre sobre k(M);

3. N ¢ diferencialmente algebricamente livre sobre kK e M ¢€
algebricamente livre sobre k(N).

Demonstragdo. E suficiente demonstrar a equivaléncia de 1 e 2.

(1. = 2.): M é uma parte propria de M U N (que é diferencial-
mente algebricamente livre sobre k). Se N ndo fosse diferencialmen-
te algebricamente livre sobre k(M), existiria um polinémio diferen-
cial p ndo nulo, com coeficientes em k(M) tal que p(y) = O para
¥y =A{v1,...,Yny C N. Tirando o m.m.c. dos denominadores dos coe-
ficientes de p, obtemos um polinémio diferencial ndo nulo ¢g(z, y) com
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coeficientes em k em que z = {z,...,2,} C M, y C N. Portanto
M e N ndo seriam algebricamente livres.

(2. = 1.): Temos claramente que N N k(M) =& e conseqiiente-
mente N N M =o&. Resta mostrar que quaisquer subconjuntos fini-
tos y C N e £ C M que sdo diferencialmente algebricamente livres
sobre k, tem sua unido diferencialmente algebricamente livre. Su-
pondo, por absurdo, que M U N ndo seja um conjunto diferencial-

mente algebricamente livre, entdo existiriam z = {z,,... ,zn,} C M
ey = {v1,...,Y} C N e um polinémio diferencial P, ndo nulo,
em k{z:,...,Zm,Y1,--.,Yn} tal que P(z1,... ,Zm,¥Y1,.-.,Yn) = 0.
Seja g(y1, .- ,Yn) :=0(Z1,--. ,ZTm, Y1,---,Yn) um polindmio diferen-
cial em k(M){y} e a relagdo p(zi,... ,Zm,¥1,--.,Yn) = 0 se escreve
9(Y1,-..,Yn) = 0. Como N é diferencialmente algebricamente livre
sobre k(M), os coeficientes de g(yi,...,¥y,) sdo nulos. Mas os coe-
ficientes de g sdo da forma ¢(zi,...,Zm,), OU seja, sdo polinémios

diferenciais em k(M), o que mostra que M n&o seria diferencialmente
algebricamente livre sobre k.
U

Teorema 3. Sejam E/k um sistema e L/k um subsistema de E/k.
Entao sao equivalentes:

1. O sistema E/k ¢é relativamente flat com respeito ao subsis-
tema L/k;

2. Eziste uma extensao algébrica D de E e um subsistema flat
F/k de D/k tal que D se decompde em relagdo a F e a L.

Demonstragao. (1. = 2.) Se E/L é flat , tomamos y = {y1,... , Ym
uma saida flat em uma extensdo algébrica D de E. Fazemos F' =
k(y). Entdo L/k e F'/k sdo diferencialmente independentes sobre & e
D é algébrico sobre k(F, L) = L(F'). Para mostrar que y é algebrica-
mente livre sobre k, suponhamos que exista p polinémio diferencial
tal que p(y) = 0, p com coeficientes em k. Como k C L, podemos ima-
ginar que p é um polindmio com coeficientes em L, como p(y) =0, e
y € uma base de transcendéncia diferencial de £/L, temos que p = 0.

(2. = 1.) Seja y uma base de transcendéncia diferencial de E/k
onde F é uma extensdo algébrica finita de F. Podemos supor que
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D contém E, pois caso contrério, fazemos a extensdo D(E) que con-
tinua sendo uma extensdo algébrica finita sobre E. Como D se de-
compde em relagdo aos sistemas F' e L, isto é, D é algébrico sobre
k(F,L) = L(F). Dessa forma, precisamos mostrar que y é uma base
de transcendéncia diferencial de D/L e que D é algébrico sobre L(y).
Como D é algébrico sobre L(F) = k(F,L) = L(y), temos que D &
algébrico sobre L(F') = L(y). Pelo lema anterior, temos que y é uma
base de transcendéncia diferencial de D/L. O

3. APENDICE

3.1. Definigoes e Notagoes Gerais. Denotaremos por R um anel
diferencial comutativo com unidade genérico e p um elemento de
R{yi1,...,Yn} \ R. Seja A um conjunto de derivagdes comutativo e ©
representa o mondide, com 1 = Id, gerado por A.

A classe de p é o maior r tal que y, realmente aparece em p.
Denotaremo-lo por cl(p).

A ordem de p em relagdo a y, é o maior 7 tal que y£j ) que real-
mente aparece em p. Denotaremo-lo por o,(p). Se a r = cl(p) entdo
denotaremos o,(p) simplesmente por o(p).

O grau de um polindmio p em relagdo a varivel y,(nj ) & 0 maior ex-
poente de yﬁj ) que realmente aparece em p. Denotaremo-lo por d, ;(p).
Se r = cl(p) e 7 = o(p) entdo denotaremos d, ;(p) simplesmente por
d(p). ,

O lider de p é u, = v onde r = cl(p) e 7 = o(p).

O inicial, I, de p € o coeficiente da maior poténcia de u,.

. . ., 0
O separante, S,, € o polinémio diferencial Tp
P

Exemplo 2. Considere em R{z,y} (identificamos z; := z e z, := y),
com a derivagio /, os seguintes polinémios p(z, y) = z®° + 5y z® —
72972y ¢ q(z,y) = y(M%4222(3) — 3y()z()z. Entdo temos:
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p q
classe 2 2
ordem 3 7
lider e y(
inicial —72%y () y2rz®)
separante | —14z%y7z®y®) | 3y(N%y222(?)

3.2. Ranking. Em [Kol73], Kolchin define rank (rk) em R{yi,...,¥n}
como uma ordem em R{y,...,¥y,}, que deve satisfazer as duas se-
guintes condigdes para todo u,v € R{yi,...,Yn}, € 0 € O,

1. rk(u) < rk(fu);

2. rk(u) < rk(v) = rk(6u) < rk(6v).

No6s estamos interessados em estudar sistemas de equagdes diferen-

ciais com apenas uma derivagdo, a saber ' := e Dessa forma, um

possivel rank definido em R{yi,...,¥y,} com apenas uma derivagéo,
é a aplicagdo R{yi,...,Yn} \ R — N\° definida da seguinte maneira:

R{yi,...,yn} \R — N3
P = (cl(p), o(p), d(p))

Observe que se invertermos as posi¢des da classe com a ordem, na
tripla, obtemos outro rank possivel. Também podemos fazer uma
mesclagem, em que as derivadas das varidveis y; tenham rank menor
que o rank de y; para i < j.

Assim, como ndo existe unicidade do rank e a partir deste ponto,
neste texto, quando se falar em rank serd o p — (cl(p), o(p), d(p))
exceto mencdo em contréario.

3.3. Conjuntos Auto-Reduzidos. Consideremos dois polinémios p
e F' no conjunto R{yi,...,y,} \ R. Se F é livre de toda derivada
propria de u,, entdo F' é dito parcialmente reduzido em relagéo a
p. Se F' & parcialmente reduzido em relagdo a p e deg, F < deg, p,
entdo F' é dito reduzido em relagdo a p.

Dizemos que um polinémio F' é (parcialmente) reduzido em re-
lagdo a um conjunto A C R{y1,...,y.} \ R se F for (parcialmente)
reduzido em relagdo aos elementos de A.

Dizemos que um conjunto A C R{yi,...,y.}\ R € auto-reduzido
se cada elemento A; de A é reduzido em relagdo ao conjunto A\ {A4;}.
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Observagdo 1. Em um conjunto auto-reduzido A o lider de um po-
linémio ndo pode ser lider de outro polinémio de A.

Exemplo 3. Considere em R{X;i,...,X,}, com a derivada /, um

conjunto de polinémios diferenciais {P, : ¢+ = 1,...,n}, nos quais
X](-T) ndo aparece em P; para 7 # 7 qualquer que seja r € N. Entdo o
conjunto {P, : 2 =1,...,n} é auto-reduzido.

Dado um ranking para polinémios em R{yi,...,¥y,}, definimos o
rank de um conjunto auto-reduzido de n polinémios que, por
abuso de linguagem denotaremos por rk, como a 3n-upla formada
pelas concatenagdes dos rank’s dos polinémios quando colocados em
ordem crescente.

Podemos colocar a seguinte ordem para comparar os rank’s de dois
conjuntos auto-reduzidos:

e Ordenamos A e B através de seus rank’s lexicograficamente
até min{#A, #B} e caso rk(4;) = rk(B;) para todo 1 < i <
min{#A, # B}, o conjunto que tiver maior cardinalidade tem
rank menor;

e Caso rk(A;) = rk(B;) paratodo 1 <1 < #A = #B, entdo A e
B sdo ditos de mesmo rank.

Exemplo 4. Consideremos em R{z;, z,} a derivada ’ e os polinémios
P = :rf’), Q = m&z)(:z’z)‘%. Entdo {P,Q} forma um conjunto auto-
reduzido. P é um polindmio cujo lider é :rf’), cujo inicial é 1 e cujo
separante é 1; @ € um polinémio cujo lider é zi, cujo inicial é :1:&2) e
cujo separante de Q é 3(:1:&2))2. O rank de {P,Q}é( 1,3,1, 2,1,3).
rank e P rank de Q

Um conjunto A de um ideal diferencial a é chamado de conjunto
caracteristico se for um elemento minimal de

{X|X C A, X é auto-reduzido e Iy, Sy ¢ a para todo Y C X}.
3.4. O algoritmo de Reducgao.

3.4.1. Dwvisao Euclidiana. A divisdo euclidiana que introduziremos
aqui é uma generalizagdao da divisdo euclidiana de polindémios, pois
pode ser usada em anéis sem inverso multiplicativo. Como resultado
dessa divisdo, obtemos um polinémio R# e um inteiro o tais que
3P = R# (mod Q). Sejam P, e Q polinémios em R[Y], com @ # 0.
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entrada: P, e Q
saida: R" e o
1:=0
09:=0
enquanto (P, # 0) e (degy P, > degy Q) faga
d; = degy P, —degy Q
B, :=IgP — IpY%Q
Oiy1: =05 +1
1:=1+1
fim de lago
R# .= P,
o:=0;

Observagao 2. Observemos que, em cada passo do lago, P;,; tem
grau menor que o grau de P, em Y. Notemos também, que esse
processo deve parar, pois a seqiiéncia (d;) é estritamente decrescente,
o que mostra que se P, nunca for o polinémio nulo, o processo termina;
além disso, o natural o, obtido no término do processo, é o menor
valor que podemos colocar como expoente de Ig para que IJP = R#

(mod (@)).
3.4.2. Redug¢ao Parcial. Seja P um polinémio diferencial e A C
R{Y1,...,Y,}. Queremos encontrar um polinémio R' e um nime-

ro inteiro o tais que R' seja parcialmente reduzido em relagdo a A e

R' = S,P mod [A].

entrada: P, A

saida: Rl e o

1:=0

se em P; s6 ha varidveis que nao estao no conjunto {Yj|7 é a classe de A;} entao va

enquanto rk(P;) >= min{rk(4,;)|A; € A} faca
v;:=max{j =1,...,n t.q. P, ndo é reduzido em relagdo a A;}

Derive A; até que o lider da derivada de v; apareca em P,
P, ., := resto da divisao euclidiana de P, por A;

T é o inteiro relacionado a divisao de P, por A;
Oiy1:=0;+T
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1:=1+1
fim de laco
Rt =P,
o :=0;

Observagao 3. Em cada passo, fazemos a multiplicagdo de P; por um
separante de um A; e com isso ndo introduzimos termos que tenham
rank maior que o rank de 6;u,; e, portanto, a seqiiéncia dos indices j
na qual P; é reduzido em relagdo a A; é estritamente decrescente. Ao
final, obtemos um polinémio P! tal que P! é livre de toda derivada
propria de elementos de A, isto é, P! é parcialmente reduzido em
relagdo a A.

3.4.3. Reducgao. Seja P um polinémio diferencial que é parcialmente
reduzido em relagdo a A C R{Yy,...,Y,}. Queremos encontrar um
polinémio R* e um numero inteiro o tais que R* seja reduzido em
relacdo a A e SGP = R* mod [A].

Lema 4. Sejam P, um polindmio nas varidveis diferenciais Yq, . ..
e suas derwadas com coeficientes em R e A um conjunto conti-
do em R{Y1,...,Y,}. Entdo P € reduzido em relagdo a A se e
somente se firado um ranking para as varidveis Yi,...,Yy:

1. rk(P) < min{rk(4;)|4; € A} ou;

2. se em P ndo aparecer cl(A;) para todo A; € A.

Demonstrag¢do. (=) Se P for parcialmente reduzido em relagdo a
A entdo, ou P s6 tem varidveis que ndo pertencem ao conjunto

{Y;|7 & a classe de A, para A, € A}

ou rk(P) < min{rk(4;)|A; € A}.

(<) Se P for tal que rk(P) < min{rk(A4,;)|A; € A} entdo P é redu-
zido em relacdo a A. Se P for tal que em P sé aparecem varidveis
que ndo pertencem ao conjunto {Y;|7 é a classe de A, para A; € A},
entdo P é reduzido parcialmente em relagdo a A. O

entrada: Fy e A
saida: R* e o
i:=0
enquanto P, nao for reduzido em relacao a A faca
7 := max{A|P; nao é reduzido em relagao a Az}
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1:=1+4+1
P, é o resto da divisao euclidiana de P,_; por A;
quando escritos em termos de ug;
T é o inteiro obtido na divisao de P,_; por A;
0, =0;,1+T
fim de lago
R =P

o= 0;

Observagao 4. Esse processo termina, pois 7; > j5 > -+, isto é, a
seqiiéncia (7;) € estritamente decrescente, como de fato 7; > j;,1, pois
a multiplicagdo de P;_; por I, tem rank menor que o rank de u,;.
Além disso, P; := I; P, ; — A,Q; tem rank menor ou igual a de P, ;
e P, é reduzido em relagdo a A;, 4;.1,. ...

Fixemos um rank em k{yi,...,y,}. Entdo temos o seguinte

Lema 5 (Ritt). Seja A um conjunto auto-reduzido de @# % C
k{yi,...,y.}. Entdo sdo equivalentes:

a. A é um conjunto caracteristico de ¥;
b. todo polinémio, em %, reduzido em relagdo a A € nulo.

Demonstragdo. (b. = a.) Suponhamos que A néo seja um conjunto
caracteristico de X, entdo existe um conjunto B tal que B é um
conjunto caracteristico de & e portanto rk(B) < rk(A). Isto significa
que B tem mais elementos que A e rk(A;) =rk(B;) para 1 <1 < #A
ou que existe um j tal que rk(B;) < rk(A4;) para algum 1 < 5 <
min{#A, #B}. Se acontecer: B tem mais elementos que A e rk(4;) =
rk(B;) para todo 1 < ¢ < #A entdo By, € reduzido em relagdo a
A. Se acontecer: rk(B;) < rk(A;) para algum 1 < 7 < min{#A, # B},
entdo existe algum 1 < ¢ < min{#A, # B} tal que B, é reduzido em
relagdo a A.

(a. = b.) Suponhamos que A seja um conjunto caracteristico
e que ¥ contenha um polinémio ndo nulo F' que seja reduzido em
relagdo a A. Se a classe de F' for maior que a de A4 4, conseguimos um
conjunto auto-reduzido de rank menor que o de A, fazendo AU {F'};
caso contrario, se o elemento de A que ndo é excedido por F' é A;,
entdo o conjunto {A;,...,A; 1, F} tem rank menor que A. O
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Um conjunto auto-reduzido A é dito coerente se dados a,a’ €
A e se u, e uy, (os lideres de a e a’) com uma menor derivada
comum v = O,u;, = OyUy, entdo Syb,a — S.0.0" € (A,) @ HY,
onde A, é o conjunto dos polindémios diferenciais 8b em que 8 €
©,b € Aerk(fuy) < rk(v). Denotaremos por (A) o ideal algébri-
co gerado por A, [A] o ideal diferencial gerado por A. Se & C
R{yi,...,Yn} € @ € R{y1,...,Yn}, entdo ¥ : o™ denota o conjun-
to {z € R{y1,...,yn}|a"z € ¥ para algum n € N} e £ : a* denota

o conjunto |J ¥ : a®. Observemos que se ¥ for um ideal, ¥ : a®
neN
também serd um ideal.

Em [Kol73|, Kolchin demonstra o seguinte resultado valido para
anéis com varias derivagoes.

Lema 6 (Kolchin). Sejam R um anel diferencial e A C R{y1,..., Y.}
um conjunto auto-reduzido, coerente. Entdo todo polinémio em
[A] : HY reduzido em relagdo a A estd em (A): HY.

Em anéis diferenciais com apenas uma derivagao, todo conjunto
auto-reduzido é coerente. Assim, podemos tirar como corolario deste
lema, o seguinte resultado:

Corolario 7. Sejam R um anel diferencial, com a derivagdo ' e
A C R{y1,...,Yu} um conjunto auto-reduzido. Entdo todo po-
linémio em [A] : HY reduzido em relagdo a A estd em (A): HY.

Como o corolario exige que o anel diferencial tenha apenas uma
derivagdo — a demonstragdo a partir do lema (6) é imediata, porém
por exigir mais sobre o anel diferencial, tal demonstragdo pode ser
simplificada ao ponto que o mesmo argumento que serd usado para
demonstrar o lema (8) pode ser aplicado.

Observagdao 5. Se A é um conjunto auto-reduzido, entdo I, e S4 sdo
reduzidos em relacdo a A.

Definigao. Um conjunto auto-reduzido é dito orton6mico se seus
elementos tem grau 1 em seus lideres.

Observagdo 6. Se A é um conjunto auto-reduzido ortonémico, entdo
o separante de A; € A e o inicial de A; € A coincidem.
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Lema 8 (Diop, S.). Se A é um conjunto auto-reduzido, coerente
e ortondmico contido em k{Yi,...,Y,} entdo

a. se Pc[A]: I e P € reduzido em relagdo a A entdo P = 0.
b. [A] : I? € primo com conjunto caracteristico A.

Demonstragcdo. a. Sejam A;, As, -+, A, com rk(A;) < rk(4,) <
.-+ < rk(A,,) os elementos de A. Suponhamos que exista 0 # P €
[A] : I que seja reduzido em relagdo a A. Pelo coroléario 7, P € (A) :
I? entdo podemos escrever:

t

(1) I;P =) PA+ B,

i=1
para algum n € Ne By = 0. Como P # 0, entdo existe pelo menos
um P, # 0. Suponhamos, por absurdo, que s seja o menor valor que
t pode assumir em (1) tal que, para algum n € N, P, seja livre de
u,. Bscrevendo P, = P? + u,Q; para 1 < 1 < s, onde Q; é polinémio,
A, = L,u, + R,, R, livre de u,, temos:

s s—1

IGP = (P'L+ > QiA)u.+ (P + P'R, + » PYA;)
i=1

1=1

livre de us
Impondo que o polindmio que multiplica u;s seja 0, pois I3 P é livre
de u,, temos:

s—1

I3P=Py+ PR, + Y PA;

i=1
N&o sabemos, a priori, se P, + P’R, é ou nfo livre de u, ;. Porém,
podemos, eventualmente, aumentar o valor de n para que possamos
fazer a divisdo de Py + PR, por A, ; e dessa maneira, observando

gue na divisdo, ndo introduzimos elementos maiores que u,_;, entdo

podemos re-escrever I[P como By + . P,A; com P, livre de u; 1, 0
=1

gue contraria a minimalidade de s.

b. Pelo lema 5, temos que A é um conjunto caracteristico de
[A] : I¥. Sejam P* e Q* os reduzidos de P e @ respectivamente
com relagdo a A. Entdo, do fato de A ser auto-reduzido e ortondémico
temos que todo polindmio reduzido em relagdo a A é livre de qualquer
lider dos elementos de A. Assim, o produto de reduzidos é reduzido e
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pela parte a. do lema, P*Q* = 0. Logo, lembrando que I e Ss(= I4)
ndo estdo em [A] : I pois A é um conjunto caracteristico, temos que
P ou Q estd em [A]: I, o que prova que [A] : I é primo. ]

3.4.4. Aplicagdo. Agora trabalharemos com o ideal gerado por

{Xz—fz(X,U) 'I;:].,...,n
Y, —¢;(X,U) j=1,..,m

em R{X;,...,X,,Y1,..., Y, Us,..., U, }.
Coloquemos o seguinte rank para as varidveis rk(X;) < rk(X,) <
e < 1k(X,) < 1k(Y) < oo < 1k(Y) < rk(Dh) < --- < 1k(U;) <
rk(U7) < --- <1rk(U}) < rk(U{) < --- < rk(U}') < todas as derivadas de elementos de U
<rk(X7p) <rk(X3) < ---rk(X;) <rk(Y{) <--- <1k(Y,) <---.
Assim, {X;— fi(X,U),Y;—¢;(X,U):i=1,..,nej=1,..,m}
é auto-reduzido. Como s6é temos uma derivagdo a ser considerada (a

a . .
saber E)’ claramente esse conjunto é coerente e ortondémico. Logo o
ideal diferencial

(Xi — fi(X,U),Y; —¢;(X,U):i=1,..,nmej=1,...,m]: 1% =
= [X; - fu(X,U),Y; —¢;(X,U):i=1,..,nej=1,..,m]
€ um ideal primo.
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