Cap. 5 - Compensador de Imposicdo de Pdlos

Neste capitulo apresentaremos, como aplicagdo das teorias desenvolvidas nos capitulos 3 e 4, a
construgdo de um compensador de estabilizagio. Em outras palavras queremos resolver o seguinte

problema :

Problema do Compensador de Imposigao de Pélos : Suponha dado um sistema linear invariante cuja

matriz de transferéncia é G(s) (I,m), isto &, com | saidas e m entradas, possuindo os polos {A,, s Ap)e
Dada uma lista de polos {A,..., X}, desejamos projetar um compensador causal H(s) segundo o
esquema abaixo, de maneira que a matriz de transferéncia do sistema em malha fechada (entrada v(t) e

saida y(t)) seja G(s) com polos dados por Rpsees Ak
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1. 0 PROBLEMA DO COMPENSADOR

Seja N(s), D(s) uma DMFd irredutivel de G(s) com D(s) de coluna reduzida. (Como exercicio

mostre que isto sempre pode ser obtido com auxilio da proposicdo 5.3 do cap. 4). Note que
D(p) &(t) =1, u(t) (1.1.a)
y =N(p)&(t) (1.1.b)

¢ uma descricdo polinomial de um sistema cuja matriz de transferéncia ¢ G(s) = ND L

Esquematicamente podemos representar

v — (D —{ N}y
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Esquecamos por um momento da restricio da causalidade e do fato de termos somente acesso a saida y

e nio ao estado parcial £&. Suponhamos entdo que podemos realizar uma lei de controle

u(t) = v(t) — M(p) &(t) ' (1.2)

ou esquematicamente

Neste caso, substituindo-se (1.2) em (1.1), vemos que
D(p) £(t) =L, (v(t) — M(P)E(t))
Logo, a nova descri¢ao polinomial do sistema sera
[D(p)+M(p)] £(t) =L, v(t) (1.3.a)

y = N(p) &(t) (1.3.b)

Assim, pela escolha adequada de P=D+M poderiamos impor os polos da nova matriz de

transferéncia G(s) :N(s)P‘l(s). Logo temos dois problemas a resolver para tornar factivel este

esquema de controle :
(i) Nao temos acesso ao &, mas somente a saida y.

(ii) M(s) é polinomial e portanto néo causal.

5. SOLUCAO DO PROBLEMA (i), FALTA DE ACESSO AO ¢

A solucao de tal problema ¢ equivalente ao problema de “observarmos” & tendo-se como

informacao o vetor de entrada u e o vetor de saida y (vide cap. 12).

Como N(s) e D(s) sdo primas 3 direita. aplicando a proposi¢do 3.9 parte (iv) do cap. 3

podemos construir matrizes polinomiais X(s) e Y(s) tais que
X(s)N(s) + Y(s)D(s) = I, (2.1)

Esquecendo-se temporariamente do problema da causalidade (isto &, se pudéssemos realizar
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derivadores) mostraremos que o sinal 7(t) dado por

n(t) = X(p)y(t) + Y(p) x(t) (2.2)

coincide com o sinal &(t). De fato, substituindo-se (1.1.a)e (1.1.b) em (2.2) teremos

n(t) = X(p) N(p) (t) + Y(p) D(p) §(t) =
= (X(p)N(p) + Y(») D(p)) &(t) = (substituindo-se (2.1))
=I,¢(t) =
=£(t)

Assim, o seguinte esquema de controle seria equivalente a realimentarmos o sinal M( p)&(t) :

Tal esquema de controle ndo pode ser realizado porque MY e MX sdo matrizes polinomiais, e

portanto temos um problema de causalidade.

3. SOLUCAO DO PROBLEMA DA CAUSALIDADE

A idéia é fazermos um “observador assintotico” para o sinal M(p)&(t), isto €, realizarmos um
sistema cujas entradas sdo os vetores u(t) e y(t) e cuja saida y.(t) tende assintéticamente para o sinal

M(p) &(t). Para isso realizaremos o sistema em descri¢do polinomial

A(p)n(t) = N (p)u(t) + Ny (p) y(t) (3.1.a)

v (t) = 7(t) (3.1b)
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Associado a lei de controle em malha fechada :

u=v-9y, : (3.1.c)

Teremos esquematicamente o seguinte esquema de controle

SO o SO OM e

Al (s)N (s) e AT (s)Ny(s)

Considerando-se o vetor de entradas do sistema (3.1) como sendo [Z], note que a matriz de

transferéncia do sistema (3.1) sera dada por
G, =[ AN, AN (3.2)

Construiremos o compensador satisfazendo trés condigoes :

i) Para que o sistema (3.1) possa ser realizavel, desejamos que A" IN. e A"IN  sejam matrizes
u y

racionais proprias.
(ii) Para o sistema (3.1) funcione como um observador de M(p)&(t) é preciso que

N,(p)D(p) + N, (p)N(p) = A(p)M(p) (3.3)

(iii) Para que o observador seja assintotico teremos que exigir a estabilidade de (3.1), ou seja, que

det (A) seja um polinomio Hurwitz.

De fato, as condigdes (i), (ii) e (iii) sdo suficientes para que o vetor e(t), denominado “erro de
observacao”, dado por

e(t) = M(p) £(t) — n(t) (3.4)
seja tal que tl_i’r;zo e(t) = 0 (ou seja, temos n(t) tendendo assintoticamente para M(p) £(t)). Para ver isso

basta multiplicar a eq. (3.4) em ambos os lados pelo operador A(p), obtendo

Alp)e(t) = A(PM(P) &(t) — ApIn(t) = (de (3.3) =)
= [N,D+N,NE(t) - An(t) =
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= N,[DE&t)]+ N, [NE&E)] - An(t) = ( de (1.1.a) e (1.1.b) =)
= N,u(t) + N, y(t) - An(t) = (de (3.1.a) =)

Logo, como e(t) obedece a eq. A(p)e(t) =0 e temos a condigdo (iii) satisfeita, segue-se que

tlim ¢(t) =0 como queriamos mostrar.

Suponha agora o sistema (1.1) em malha fechada com os sistema (3.1). A descrigdo polinomial
. e .
do sistema em malha fechada possuira um vetor de estado parcial ii t% , uma entrada v(t) e uma saida

y(t). Tal descricdo polinomial sera obtida das equagoes :

D(p)£(t) =Iu(t)

y = N(p)&(t)

A(p)n(t) = N, (p) u(t) + Ny(p)y(t)
u(t) = v(t) — n(t)

Apbs algumas manipulages algébricas muito simples, teremos :

.
D I t I
m &) = ™ |u(t) (3.5.a)
-N,N (A+N,) || n(t) N,
[ (1)
ty=[ N 0 ] 3.5.b
y(t) _ o | (3.5.b)

. t - . . .
Note que o vetor de estado parcial [E( )} nio é uma boa escolha. Uma escolha muito melhor seria o

n(t)

vetor de estado parcial [g(t)} onde e(t) é o vetor erro de observagao definido na eq. (3.4). A relacao

e(t)

entre estes dois vetores € biunivoca, pois eles estdo podem ser obtidos um do outro pela multiplicacdo

por uma matriz unimodular :

e | | 1, 0 | e

= 3.6.a
e(t) M(p) —1,, || n(t) (362)

ou equivalentemente
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g0 |_| 1. 0 | e
n(t) | | M(p) =1, || et)
Substituindo-se (3.6.b) em (3.5) teremos

D+M T | €O |_| T |
N, N+AM+NM —A+N, | et) N, ")

Substituindo-se as equagoes

M=P-D (vide segao 1)

AM =N,D+N,N

em (3.7) teremos

P —1I ] 1
{ n [5@)]:{ N }Jm
NP —A+N,| et) N,

w=(~n oY
Le(t)

E multiplicando-se a esquerda ambos os lados de (3.8.a) pela matriz unimodular

teremos

P -1
0 A e(t) 0
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A2\

§(t)
)= N 0 ] 3.9.b
y(t) o) | (3.9.b)

Da férmula de inversio de matrizes bloco triangulares (vide eq. (5.12) do cap. 12) ¢ fécil ver que a

matriz de transferéncia do sistema em malha fechada sera :
G(s) = N(s) P (s)
Se P(s) for escolhida satisfazendo a condigao :

(iv) det(P(s)) possui como raizes os polos desejados {}y, ..., A,}, ¢ ainda P(s) primo entre si com

relacio a N(s), teremos que os polos de G(s) sdo os polos desejados {Ags s A}

£ claro também que os polos do sistema completo em malha fechada sdo as raizes de det(P(s))
e de det(A(s)). Isto ¢ uma consequéncia imediata da eq. (3.9.a) e das propriedades do determinantes

com relacdo as matrizes bloco-triangulares.

Resumindo, nosso problema agora recaiu em um problema algébrico :
Problema 3.1 : Encontrar P, Ny, N, e A satisfazendo (i), (ii), (i), (iv).

4. SOLUCAO DO PROBLEMA 3.1

Nesta se¢do aplicaremos grande parte da teoria desenvolvida nos cap.3 e 4 para solucionar o

problema algébrico proposto no final da se¢do precedente.

Lembremos que N(s), D(s) é uma DMFd irredutivel de G(s) com D(s) de coluna reduzida.
Suponhamos agora que A(s), B(s) é uma DMFe irredutivel de G(s), isto &, G(s) = A(s)” 1B(s) e A,B sdo
primas a esquerda. Do fato de

G:A'leND'1

vemos que

BD=AN (4.1.a)
Note também da equacdo (2.1) multiplicada a esquerda em ambos os lados por AM que :

(AMX)N +(AMY)D =AM (4.1.b)

Logo, de (4.1.a) e (4.2.b), podemos escrever a equagdo matricial

AMY AMX || D AM
= (4.2)
B -—A N 0




A idéia agora é fazermos operagoes elementares de linha em ambos os lados de (4.2) de maneira a obter

com A” 1Nu e A7 1Ny sejam estritamente proprios, sendo que a eq. (3.3) sera obedecida.

Pelo teorema da divisio (teorema 6.1 do Cap.4) sabemos que existem matrizes L (fazendo o

papel do Q) e N, (fazendo o papel do R) tais que :
AMX =LA+N, (4.4)
onde NyA'1 é estritamente préprio. Pela proposigdo 5.1 do Cap.4, teremos obrigatoriamente que toda

coluna de Ny possuira grau estritamente menor do que a coluna correspondente de A. Seja

k = max{grau a,;}
%J

onde a;; = {A}; I Escolheremos A como uma matriz diagonal de polinémios Hurwitz §; onde o grau de
todos os §; (i =1,...,m) sdo iguais a k. Por construcio A é de linha reduzida (por ser diagonal) e o
grau de cada linha de N, & estritamente menor do que o grau da linha correspondente de A. Pelo

resultado dual a proposigdo 5.6 do Cap.4, vemos que A_INy é estritamente propria.

Seja V a matriz unimodular

V=
0 1

m

multiplicando a esquerda a eq. matricial (4.2) em ambos os lados por V, vemos de (4.4) que uma

equagio na forma (4.3) ¢ obtida, onde

N,=AMY +LB (4.5)
Resta mostrar agora que A'lNu é pelo menos uma matriz racional propria. Para isso, uma hipétese
sobre a escolha da matriz P(s) serd mecessiria. Escotheremos P =D + M como uma matriz de coluna

reduzida com o mesmo grau de coluna de D. Assim valera o seguinte resultado :

Lemma 4.1 : Sejam D(s), P(s) matrizes (m,m) polinomiais ndo singulares de coluna reduzida
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possuindo o mesmo grau de coluna (isto ¢é, cada coluna de D possui o mesmo grau da coluna

correspondente de P). Entio

. -1 —
sll’rgoD(s)P(s) =K
onde K é uma matriz nio singular de constantes reais.

Prova : Pelo teorema 5.4 do Cap. 4, vemos que DP-! e PD"! sio matrizes racionais proprias.
Portanto existem os limites
. -1 _
SILTOD(S) P(s) " =K;
. -1 _
sll’rgoP(s) D(s)™" =Ky
Da teoria de limites sabemos que, se dois limites existem, entdo o limite do produto é o produto dos
limites. Assim :
. -1 -1y —
sll’rgo(DP YPD ) =1,=
— 1l -1 -1y
= LI—ZIQOD(S) P(s) ]Ll_z_’fgoP(s) D(s)" '] =
=K,K,

Portanto K;Ky, =1, e assim ambos os limites existem e um € o inverso do outro. O

Como M = P — D, podemos reescrever a equagao (3.8) como sendo
N, D+N/N= A(P -D)
Logo
N,D+AD+NN=AP

assim, multiplicando-se a equagdo anterior 3 direita por P™! e a esquerda por A’ ! teremos

(A"IN)DP 14 DP 1+ (A IN)(NP ) =1,

ou seja
AN, =L, — (AN, (N P 1) —DP |PD! (4.6)

Agora note que
(i) (A7 1Ny) é estritamente propria por construcao ;
(if) (N P~1) & proprio porque N possui grau de coluna menor ou igual ao grau de coluna de D
(pois G = ND~ 1) sendo que D possui o mesmo grau de coluna que P.

(iii) DP ' e PD 1 550 matrizes racionais proprias pelo lema anterior.

Portanto, de (4.6) e (i), (ii), (iii) vemos que A IN,, é prépria como queriamos mostrar.
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