Capitulo 4 - Matrizes de Funcoes Racionais

Neste capitulo estudaremos as matrizes de funcdes racionais. A importancia desse estudo na
teoria de controle linear se deve principalmente ao fato de que as matrizes de transferéncia de sistemas

lineares invariantes no tempo sao matrizes deste tipo.
Uma das dificuldades na teoria de controle multivariavel é o entendimento do significado dos
zeros e polos. Através da forma de Smith-MacMillan & poss{vel fornecer uma defini¢do coerente de polos

e zeros para sistemas multivariaveis.

Lembremos do capitulo 3 a defini¢do de matriz racional :

Definicdo : Uma matriz Q(s) (I,m) (I linhas e m colunas) cujos elementos q;4(9) =a,-j(s)/b,oj(s) 830
funcdes racionais na variavel s (isto &, a,-j(s),bij(s) sio polinémios em s com b; (%) polinémio nao

nulo) é dita matriz racional em s.

1. Forma de Smith-MacMillan

Seja G(s) uma matriz (I, m) de fungdes racionais. Seja g;;(s) = p,-]-(s)/qij(s) o elemento de G(5)
da i-ésima linha e j-ésima coluna. Seja d(s) o minimo maltiplo comum (m.m.c) de todos os
denominadores qij(s) com (i=1,...,m) e (J= 1,...,1). Note que para todo q;; com (i=1,..,m) e

(j =1,...,1) existe um polinomio a,-j tal que
d(s) = d;;(s)q;5() (1.1)

Seja N(s) a matriz polinomial ({/,m) onde cada elemento n,;(s) é obtido por :
n,;(s) = g;;(9)d(s) = (p;;(8)/a;;(5)) d(3)

E de (1.1) vemos que
n;(s) = d;;(8)pi;(9)

Escrevemnos entdo de maneira unica

G(s) = N(s)/d(s) (1.2)

e dizemos que d(s) é o polinémio denominador de G(s) e N(s) é a matriz numerador de G(s).

Seja A(s) a forma de Smith de N(s) (vide Cap. 3) e sejam L(s) e S(s) matrizes polinomiais

unimodulares tais que

A=SNL (1.3.2)

onde



I(s) Orx(m-r)
As) = QU=r)xr O(I—r)x(m—r) (1.3.5)
e
A0 e 0 i
D - 0
I'(s) = (1.3.c)
R J— A
Seja a matriz racional M(s) definida por :
N
M(s) =SG(s)L=S(-:‘—(-5)1L=%r(§l (1.4.a)
Entdo. de (4.3) vemos que
A(s) Orx(m—r)
M(s) = 1.4.b
(s) O(I—r)Xr O(I—r)x(m-—r) ( )
onde
6/01 0 e 0 i
0 €,/dg «oeee 0
A(s) = 2/ 2 (1.4.c)
i 0 0 ... €./
e(8)/0i(8) = Ai(9)/d(9) (1.4.d)

Para obtermos unicidade na matrix M(s), vamos supor que cancelamos os fatores comuns de €;/$; para
(1=1,0s7)- Assim ¢; e ¢; sao polinémios Gnicos e primos entre si. Do fato de A, dividir A; 4, segue-s€

que ¢; divide €; 4 1 € ainda ¢; € divisivel por ¢; 41 para (i=1,...,r ). (prove esta altima afirmagao com

exercicio)

Definicio 1.1 : A matriz M(s) obtida segundo o procedimento acima é denominada forma de Smith
Macmillan de G(s). O grau de Macmillan de G(s), denotado por v[G(s)], & a soma dos graus dos

denominadores da forma de Smith-Macmillan, isto ¢, v[G(s)] = XT: grau(9;)-
i=1
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Pode-se mostrar (vide Cap. 10) que o grau de Smith-MacMillan é o menor nimero possivel de

integradores necessarios para construcio de uma realizagio de G(s).

2. Descri¢do Matricial Fracionaria

Seja G(s) uma matriz racional (I,m). A seguinte definicao matricial corresponde a

generalizacao do fato de definirmos uma funcdo racional como razao de polinomios.

Definicio 2.1 : Seja G(s) uma matriz racional (I,m). Seja {N,, D} um par de matrizes polinomiais
com D, ndo singular (det D, é um polinémio ndo nulo), com N, (I,m) e D, (I,1). Entao {N,, D} ¢
dita ser uma Descrigio Matricial Fraciondria & esquerda (DMFe) se G(s) = De(s)‘lNe(s).
Analogamente, seja {Ng, D,;} um par de matrizes polinomiais com D, néo singular, com Ny (I,m) e Dy
(m,m). Entdo {N4D,} é dita ser uma Descrigio Matricial Fraciondria & direita (DMFd) se

G(s) = Ng(s) Dyg(s) -

Note que, como o produto de matrizes ndo é comutativo no caso geral, ha a necessidade de

especificarmos se a multiplicacdo é feita pelo lado esquerdo ou direito.

Agora vamos mostrar que toda matriz G(s) racional possui uma DMFd e uma DMFe gerada a

partir da eq. (1.1). De fato, suponha G(s) = N(s)/d(s) obtida de maneira Gnica como na equagdo (1.1).

Sejam
] d(s) 0 0 i
0 d(s) 0
D,=d(s); = . . (matriz (1,1))
0 0 d(s)
L -
r ]
d(s) 0 0
0 d(s) 0
D, =d(s)L,, = : : (matriz (m, m))
0 0 d(s)

Entao é facil ver que

G(s) = D (5) 'N(9) (2.1)

G(s) = N(s)Dy(s) " (2.2)
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E as equagdes (2.5) e (2.6) definem respectivamente uma DMFe e uma DMFd de G(s).

Para o caso de fungdes racionais a(s) = a(s)/b(s) podemos sempre cancelar os fatores comuns
de a(s) e b(s), ou em outras palavras, podemos sempre obter a(s) e b(s) primos entre si tais que
q(s) = a(s)/b(s). Para uma DMFe (DMFd) veremos que tal idéia pode ser generalizada utilizando-se o
conceito de matrizes primas a esquerda (direita). De fato, suponha que {N,, D/} & uma DMFe de G(s),
mas que N, e D, nao sao primos entre si. Entdo, dos resultados da secdo 3 do cap.3, existe uma matriz
polinomial R (I,1), nao singular tal que R nao & unimodular e

N_=RN

Logo

Assim, devido ao cancelamento do fator comum R, podemos dizer {N_,D,} é uma DMFe “mais

simples” de G(3).

Definicao 2.2 : Seja G(s) uma matriz racional (I,m). Seja {N,, D.} uma DMFe de G(s). Entéo {N,,
D} e dita ser uma DMFe irredutivel se N, e D, forem primas a esquerda. Analogamente, seja
{N4, Dy} uma DMFd de G(s). Entao {N,, Dy} é dita ser uma DMFd irredutivel se N e D sdo primas

a direita.

O seguinte método de encontrarmos uma DMFe ou uma DMFd irredutivel é uma consequéncia

imediata dos resultados do capitulo 3:

Método 1 : Obtenha uma DMFe (2.5) a partir da eq. (1.1). Obtenha o MDCe R de N, e D,. Entao
N,=R"'N,eD.= R"!D, formam uma DMFe irredutivel. (idem para DMFd trocando-se “e” por “d”

e fazendo-se Ny = Ndﬁ'l eDy = D,R” b

3. DMF’s Irredutiveis

Nesta secio apresentaremos alguma propriedades das DMF’s irredutiveis. Todas as dedugdes

serio feitas para DMFd’s. Para obter as versbes a esquerda o leitor deve substituir “direita” por

&
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“esquerda” e trocar a ordem de multiplicacdo das matrizes em lugares convenientes. Como exercicio, 0

leitor deve reescrever a se¢ao para DMFe’s.

Proposi¢io 3.1 : Suponha que {N;,D;} e {Nyp D,} sao duas DMFd’s irredutiveis. Entdo existe U
polinomial unimodular tal que

D, =D, U

N, =N,U

Em outras palavras, DMFd’s diferem entre si por matrizes unimodulares a direita.

Prova : Temos
-1 _ -1

N,D; = N,Dy " = G(s)

Multiplicando-se a {ltima equacdo a direita por D, teremos
— -1

N; =N;D, D,
Seja U = D2'1D1. Segue-se que Dy = D, U. Portanto resta mostrar que U é polinomial e unimodular.
Para isso mostraremos que U1 & polinomial. De fato, como Ny, D, séo primas a direita, pelo teorema
3.9 do cap. 3, temos que existem matrizes X{, Y, polinomiais tais
Logo

-1 -1 —

X;NyD,"Dy +Y,D,D,"'D; = L.
Assim

(X,Ny+Y;Dp) Dy Dy = Iy
Portanto Ul = (X;N,+Y;D;) e assim U! é polinomial. Por raciocinio analogo a partir de N, e Dy

podemos mostrar que U=(X,N;+ Y,D,) sendo U portanto polinomial. 3]

Proposigdo 3.2 : Se {N,D} é uma DMFd qualquer de G(s) e {N,D} é uma DMFd irredutivel, ent3o
existe R polinomial (que sera unimodular somente se {N,D} também for irredutivel) tal que

N=NR

D=DR

Prova : Pela proposicdo anterior s6 precisamos considerar o caso onde {N,D} ndo é uma DMFd
irredutivel. Se N, D ndo sao matrizes primas a direita, seja Ry um MDCD de N e D. Teremos

N =N;Ry

D=D;R,
e N; , D, sao primas a direita. Segue-se que {N;, Dy} é uma DMFd irredutivel de G(s). Pela
proposi¢do anterior existe U unimodular tal que N; = NU e D= DU. Logo podemos tomar

R = UR,. De fato, note que




N=N;R, = NUR1
D=DR, = l.)UD1 ad

O seguinte resultado & uma consequeéncia direta das proposicdes anteriores, e sua demontragdo &

deixada como exercicio.

Corolario 3.3 : {N,D} é uma DMF irredutivel de uma matriz raciona G(s) se e somente se o grau do

polinomio det(D) for o minimo possivel. Em particular, para todas as DMFd’s de G(s) o polinémio
det(D) possui o mesmo grau.

A demonstragao do resultado a seguir é muito importante de ser compreendida porque ela
estabelece uma segunda técnica de se obter DMFd’s irredutiveis, dessa vez a paratir da forma de

Smith-MacMillan.

Proposi¢ao 3.4 : (N,D} é uma DMFd irredutivel de uma matriz racional G(s) se e somente se

grau[det(D(s))] = v[G(s)] (grau de Smith-MacMillan de G(s)).

Prova : Seja M a forma de Smith-Macmillan de G(s) e sejam L(s),S(s) matrizes polinomiais

unimodulares unimodulares tals que

G =LMS (3.1)
onde
51/61 oooooo 0 ‘ W
SRR
M=
0 o/l
0 o]

Se definirmos

— A
610 . Ol
VRN B
le
00 - &l
i 0 | 0
€0 0 | |
. |0
D, =
00 - €,
0 |Im—r
L .
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teremos entdo (note que D, foi completada com I, _  para tornar-se uma matriz quadrada inversivel)

M= NlDl_l

e portanto vemos que devido ao fato de &,(s) e €;(s) serem polinémios primos entre si para i =1,...,7,

eles ndo se anulam simultaneamente para nenhum valor de s complexo. Segue-se que a matriz

polinomial T(s) dada por

=i

possui posto pleno para todo s € C. Portanto {N;,D;} é uma DMFd irredutivel de M de grau igual ao

grau de MacMillan de G(s). Fazendo-se

N(s) = LN, (3.2.a)

D(s)=S"'D,; (3.2.b)

Provemos que {N, D} é uma DMFd irredutivel de G(s). Note inicialmente de (3.1) que G=ND"L.

Resta mostrar que N, D sdo primas 3 direita. Para mostrar tal fato, vamos mostrar que todo divisor

comum & direita de N e D é unimodular. Suponha que R é um divisor comnum a direita, isto €

I

o2

N=NR
D R

logo, de (3.2) vemos que
N, =L 'N=(L"'NR
D, =SD=(SD)R
Logo R é um divisor & direita de N, e Dy. Segue-se do fato de N, e D, serem primos a direita que R &

uma matriz unimodular. Logo {N,D} é uma DMFd irredutivel de G e grau[det(D(s)] = v{G(3)]. Pelo

~~

corolario anterior, todas as DMFd de G(s) terdo esta propriedade se e somente se forem irredutiveis. O

Proposi¢do 3.5 : Seja {N,D} uma DMFd irredutivel de uma matriz racional G(s). Entdo todos os
Numeradores N(s) possuem a mesma forma de Smith. (Idem para os Denominadores D(s))
Prova : Como na demonstracdo do resultado anterior, construa a DMFd irredutivel {N, D}. Se {N, D}
¢ outra DMF irredutivel, note da proposicdo 3.1 que existe uma matriz U unimodular tal que

N=NU

D=DU

AA




Assim, de (3.2) teremos
N,=L"INU

Logo tais matrizes diferem por produtos de matrizes unimodulares a esquerda e a direita e portanto
possuem a mesma forma de Smith. Em particular as formas de Smith de N e de D sdo respectivamente

dadas pelas matrizes N; e D, da demonstracao da prop. 3.4

encarada como uma matriz de

OBSERVACAO IMPORTANTE : Dada uma matriz racional G(s)

podemos sempre obter uma descri¢do polinomial em

D} uma DMFd irredutivel de G. Entdo

transferéncia de um sistema linear, que ndo haja

zeros desacoplados da entrada nem da saida. Para isso, seja {N,

D(p)&(t) = Tu(t)
y = N(p) £(t)

¢ uma descricao polinomial de um sistema cuja funcdo de transferéncia é G(s). Note que tal descrigdo
polinomial néo possui zeros desacoplados da saida porque o par de matrizes N, D é primo & direita. Por

outro lado nao ha zeros desacoplados daentrada porque o par I, D é primo a esquerda. Como exercicio

mostre que uma descri¢do polinomial baseada em uma DMFe irredutivel N, D possui propriedades
Para isso construa a descri¢ao polinomial
D(p)é(t) = N(p) u(t)
y=1I¢

e mostre que ela ndo possul zeros desacoplados

analogas.

a direita nem a esquerda.

4. Pélos e Zeros

Nesta secdo introduziremos a definicio de polos e zeros de matrizes de transferéncia de sistemas

ltados teoricos relativos aos sistemas

multivariaveis. Tais definicdes sdo coerentes com Os Tresu

is e generalizam os conceitos de polos e zeros de sistemas SISO

multivariavei (single input-single output).

a M(s) a forma de Smith-MacMillan de G(s) dada por

Sej

......




Seja u(s) = £,(9)€5(5)---£(5) (produto dos numeradores invariantes) e m(s) = €1(8)ex(8)---€(8) (produto
dos denominadores invariantes). O polinémio x(s), por coeréncia com a definicio a seguir, sera
denominado polinomio caracteristico de G(s) e © polinémio () sersd denominado numerador

caracteristico de G(s).

Definicio 4.1 : Os polos de uma matriz racional G(s) sdo as raizes de seu polinémio caracteristico w(s).

Os zeros de G(s) sdo as raizes de seu numerador caracteristico p(s)-

Do que foi visto na secao anterior (vide proposicao demonstracio da prop 3.4 e prop 3.5)
vemos que, dada qualquer DMFd irredutivel {N,D} de G(s), os polos de G(s) serdo as raizes de

det(D(8)) e os zeros serdo as raizes do produto dos polinomios da forma de Smith de N(s).

5. DMF’s Proprias

Sabemos que para uma funcdo de transferéncia G(s) ser realizavel na forma de um sistema
linear invariante no tempo, é preciso que G(s) seja uma matriz racional propria. Esta secdo examinara

o importante caso especial das DMF’s relativas as matrizes racionai proprias.

Defini¢do 5.1 : Dada uma matriz (I,m) polinomial N(s), dizemos que o gra® da j-ésima coluna é o
maior grau entre o0s polinomios desta coluna, ou seja, o maior grau da lista de polinémios

ny ]-( 5), ..es j(s). Analogamente pode-se definir o grau de uma linha de N(s).

Proposigdo 5.2 : Se G(s) 4 uma matriz racional (estritamente) propria e G(s) = N(s)D(s)'1 onde N(s) e
D(s) sdo matrizes polinomiais, entdo toda coluna de N(s) possui grau (estritamente) menor do que a

correspondente coluna de D.

Prova : Temos
N=GD

Para os elementos n; j(s) da j-ésima coluna de N podemos escrever
n;; = % 8ikdkj (5.1)

Note que g;; € uma razao de polinémios o /B onde o grau de o € (estritamente menor) menor ou
igual que o grau de (. Assim, de (5.1), multiplicando e dividindo pelo produto de todos os

denominadores resulta que




o ( I18:p) dij
n:.= ____—P_______ 5.2

Y zk: Idik(I;IfBip) (6-2)

Note agora que a razao ¥ix(8) = ( Hﬂip)/ B;i € polinomial, sendo que

P
grau(y;p) = ( Ep: grau(ﬁip))— grau(B;x) (5.3)
Logo podemos reescrever (5.2) como sendo
Y i Yikdrj

(5.4)

k
n:,:=
1] l;lﬂip

Assim, de (5.4) e do fato do grau da soma de polinémios ser menor ou igual ao maior grau dentre tais

vemos que o grau de n;; ndo pode ser superior ao maximo entre os valores

(grau(aik Yikdrj) — zp: grau(ﬂip))

para o k variando entre os valores possiveis. Mas note de (5.3) e do fato do grau de o) ser

polinémios,

(estritamente menor) menor ou igual que o grau de B;, que
(grau(a'-,c Yirdrj) — ; grau(ﬂip)) = grau(dy;) + grau(y;;) + grau(a;y ) — ; grau(B;,) =
= grau(dy,;) + grau(a) —grau(fy) < grau(dy;)

Isso demonstra o fato pretendido.

OBSERVACAO IMPORTANTE : A reciproca da proposicdo anterior nao é em geral verdadeira. Em

outras palavras podemos ter grau de coluna de N estritamente menor que o grau de coluna

correspondente em D e termos N D! n3o propria. Exemplo :

N=[2¥+1 2]

53+s S
D= 2
s“+s+1 s

1

ND'I:[—s2+s 53+s+1]—2————
s +s—1

Note que G =N D! nao é propria !

Para conseguirmos uma reciproca da proposicdo anterior precisamos de mais uma hipotese

sobre a matriz D. Tal hipotese se baseia no conceito de redugdo de coluna (ou de linha), que
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apresentaremos a seguir. Antes disso, vamos lembrar que o determinante de uma matriz quadrada de

m linhas e colunas D é o somatorio de produtos de elementos de D na forma :

det D = ;sgn(o) do‘(l)ldU(Z)Z'"dU(m)m

onde o somatério é tomado em todas as m! permutagdes o do conjunto M = {1,2,...,m}. Note que
uma permutagdo pode ser considerada uma bijecdo o :M—M. Por exemplo, para m =3, a permutagdo
(2, 1, 3) pode ser considerada como a bijecdo o:M—M tal que (1) =2, 0(2)=1 e o(3) =3. No
somatorio acima, para cada permutagdo o fixada, cada elemento da( Y denota o elemento de D da

linha o(i) e da coluna i. Assim, se D(s) é uma matriz polinomial é facil ver que
m
grau(det D(s)) < 3 k; (5.5)
i=1
onde k; é grau da i-ésima coluna de D(s). Quando a igualdade na desigualdade (5.5) ¢ satisfeita,

dizemos que D é de coluna reduzida. Por exemplo considere a matriz

S +s s+2 1 1 $ 0 s 2

D(s) = +
® 0 0 s s2+s+1 1

(=]

s2+s+1 1

onde separamos os termos de grau méaximo. Note que a soma dos graus de coluna é k; +k, =4. No

entanto o grau do det D(s) é apenas 2. A razao disso é que a matriz dos coeficientes de maior grau de

coluna, neste exemplo dada por

1 1
0 0

¢ singular. Em geral podemos sempre escrever
D(s) = D,.S(s) + L(s)
onde Dy, é a matriz de coeficientes de maior grau numa coluna e
S(s) = diag(skl, skz,...,sk"‘)

onde k; é o grau da i-ésima coluna de D(s) para i = 1,...,m. Note que o grau da i-ésima coluna de L(s)

& estritamente menor que k;. Entéo, ¢ facil ver que

det D(s) = (det Dy.) s2 ki + termos de grau infertor
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Logo, uma matriz nao singular D(s) é de coluna reduzida se e s6 se Dy, for nao singular.

Proposigao 5.3 : Uma matriz D(s) ndo singular pode tornar-se coluna reduzide por operacoes

elementares de coluna.

N3io forneceremos uma prova formal desta proposicdo. A idéia é baixar os graus dos polinomios

de uma coluna que estdo artificialmente altos. Vide paginas 384-385 do Kailath(Linear Systems).

Teorema 5.4 : Se D(s) é polinomial nao singular de coluna reduzida e N(s) é polinomial, entao
G =ND"! é (estritamente) propria se e somente se cada coluna de N possuir grau (estritamente)

menor que cada coluna de D.

Demonstracio : Faremos a prova no caso estritamente préprio. O leitor nao tera dificuldade em

adaptar a prova para o €aso proprio.

Pela proposi¢do 5.2 temos que G = ND~! estritamente propria implica que toda coluna de de
N possui grau estritamente menor cada coluna correspondente de D, mostrando a suficiéncia. Para

mostrar a necessidade note que temos
GD=N

ou seja, se g;(s) e n;(s) denotam respectivamente a i-ésima linha de G(s) e N(s), segue-se que

g:(s) D(s) = n;(s)

Assim. pela regra de Cramer

det D; (s)
8i;5) = ot D](s)

onde D;; ¢ a matriz obtida trocando-se a j-ésima linha de D pela i-ésima linha (n;) de N.
Mas

D(s) = Dy, S(s) + L(s)
Analogamente

Note que D; j(s) difere de D(s) apenas na j-ésima linha. Seja 6, o grau da k-ésima coluna de D e & o



grau da k-ésima coluna de D;;. Ao substituirmos um elemento d jk por um elemento 1, podem

ocorrer as seguintes possibilidades :

(i) O elemento sk de Dy, ¢ nulo: Neste caso o grau de coluna néo ¢ alterado (65 = &) De fato, pois
D, € ndo singular e portanto existe pelo menos 1 elemento com grau maior que que o do

elemento n ;. (por hipotese o grau de cada coluna de N é menor que o de D). Logo o elemento jk

c

de D; in é obrigatoriamente nulo.
Cc

(i) O elemento jk de Dy, ¢ niao nulo. Neste caso teremos que eraminar dois subcasos:
(ii.a) Ndo hd nenhum oulro elemento ndo nulo de Dy, na coluna k: Assim o grau desta coluna
8, < b
(ii.b) Hé outro elemento nao nulo de Dy, na coluna k: Neste caso n tem grau menor que este
outro elemento correspondente de D na coluna k e portanto o elemento jk de Dijhc é

obrigatoriamente nulo. Neste caso o grau de coluna &, = 6.

Note que o caso (ii.a) ou (ii.b) ocorre pelo menos 1 vez ja que Dy, ¢ ndo singular e portanto na

linha j ha pelo menos 1 elemento nao nulo.

Suponha que para linha j s6 ocorra os casos (i) e (ii.b). Neste caso os graus de coluna de D e
D;; seriam iguais mas a linha j de D; ine seria nula e portanto det D; jhcseria nulo. Portanto
grau(Det D) seria maior que grau(Det D, ;). Por outro lado, se ocorrer pelo menos uma vez o caso (ii.a)
na linha j, como o grau de uma coluna baixou e os outros casos nao alteram o grau de coluna, segue-se
que
grau det D, < Zk:gk < zk:ék = grau det D
Logo
det D, (s)
8ii(8) = Gt D(s)

é estritamente proprio como queriamos mostrar.

6. Teorema da Divisao

Nesta secdo generalizaremos o algoritimo de divisio de polinémios para matrizes polinomiais.
Para entendermos o significado deste teorema note que, se n(s) e d(s) sdo dois polinomios entao
podemos sempre escrever, com auxilio do algoritmo de divisdo de polinémios :

a(s) = q(s)d(s) +(s)

onde q(s) e r(s) sdo polinomios inicos com grau de r(s) estritamente menor que 0 grau de d(s), isto é,

4.3




r(s)/d(s) é uma funcao racional estritamente propria. A generalizacao matricial do mesmo resultado &
quase idéntica, tomando-se o cuidado que produtos de matrizes nido comutam e portanto existem duas
versdes do mesmo teorema, a primeira relativa & expressio N =QD+ R com RD™! estritamente
proprio e a segunda relativa 4 expressio N =DQ+ R com D" IR estritamente propria. Daremos apenas

uma delas, deixando ao leitor como exercicio a obtenc¢do da outra.

Teorema 6.1 (Da Divisao) : Sejam N(s) matriz polinomial (/, m) e D(s) matriz polinomial n3o sngular
(m,m). Entdo existe um Ginico par de matrizes (I,m) polinomiais Q(s) e R(s) com R(s) D" !(s)

estritamente propria.

Demonstragdo : Seja a matriz racional G(s) = ND . Decomponha, como na se¢do 6 do Cap. 1, a
matriz G como uma soma :
G = GO + Q

onde G, € uma matriz racional estritamente propria e Q é uma matriz polinomial.

Agora note que
N=GD
=(G,+Q)D
=G,D+QD
Note que GoD & polinomial porque GoD = N —QD. Seja R = Gy D. Entao teremos RD!= G e ainda
N =QD + R, mostrando a existéncia de Q e R.

Para mostrar a unicidade, suponha que Q,R e Q;, R, sao pares de matrizes obedecendo o

enunciado do teorema. Entao

N=QD+R=Q;D+Ry
Logo teremos QD +R = Q,D + R, e assim

(Q-Q)D+HR-Ry) =0
Multiplicando por D! i direita em ambos os lados da dltima equagdo e usando-se o fato de que a
matriz M = (R—-R,) D" 1 ¢ estritamente propria, notamos que

(Q-Q))=-M
logo ambas as matrizas M e (Q—Q,) sdo nulas pois este é o unico caso em que uma matriz polinomial

pode ser igual a uma matriz estritamente propria. Assim R =R, e Q=Q,- 0O
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