Cap. 4 - Formas Canonicas e
Teoria da Realizacao

Visao geral do capitulo

Dada uma matriz de transferéncia G(s), uma realizagdo de G(s) é um sistema linear:

x(t) = Ax(t)+ Bu(t) (1a)
y(t) = Cuz(t) + Du(t) (1b)
x(tg) = xo, t <tp (1c)

tal que a sua matriz de transferéncia coincida com G(s). Tal problema é evidentemente
um problema de sintese, sendo motivado pelos problemas de implementacao de filtros
e sistemas de controle analdgicos. A teoria que estuda os problemas de realizacao é
denominada de Teoria da Realizacao.

Neste capitulo estudaremos as formas canonicas controldvel e observavel de sistemas
monovariaveis, isto é, sistemas com apenas uma entrada e uma saida'. Tais formas
canonicas permitem resolver de forma simples o problema de realizagao para sistemas
monovariaveis.

Intimamente ligado com o problema da realizacao, esta a Decomposi¢cao de Kalman.
Tal decomposigao exibe as partes de um sistema que sdo: a) ndo-observdvel e controldvel;
b) observdvel e controldvel; ¢) ndo observdvel e nao controldvel ; d) observdvel e nao-
controlavel. Mostraremos, a partir da decomposicao de Kalman, que somente a parte
observavel e controldvel contribui para a matriz de transferéncia do sistema e que uma
realizacao é minimal (isto é, possui a dimensado do espago de estados minima) se e
somente se a realizagao é controlavel e observavel.

Apresentaremos um método de sintese de uma realizacao minimal de uma matriz
de transferéncia G(s) baseado na realizagao coluna a coluna de tal matriz. Tal método
utiliza a forma canonica controldvel e gera uma realizacao controlavel de G(s). Para
obter uma realizacao minimal deve-se extrair a parte observéavel da realizacao.

O algoritmo dual (realizagdo por linhas a partir da forma canonica-observavel) sera
brevemente discutido.

1 Formas canonicas

Nesta secao apresentaremos algumas formas canonicas de sistemas monovariaveis. Tais
formas canonicas permitem resolver de maneira simples o problema de realizagao de tal
classe de sistemas.

1Sistemas “SISO” (single input, single output).



1.1 Forma canonica controlavel

Suponhamos que queremos fornecer uma realizacao para a funcao de transferéncia:

Y(S) B b182 + bys + b3
U(s) 83+ a15%+ azs + as

g(s) =

(2)

Multiplicando-se e dividindo-se o denominador e o numerador de g(s) por 1/s3 teremos:

Y(s)  bi/s+Dby/s*+b3/s’
U(s) 1+a1/s+ay/s*+az/s?

Seja £3)(s) uma varidvel auxiliar definida pela equacio:

EW(s) 1
U(s) 14ai/s+ay/s®+as/s3

Segue-se que

Y(S) = (b1/5 + b2/82 + b3/83)€(3)($)
Denotando-se
(1/5)€®(s)
§W(s) = (1/s)69(s)
§0(s) = (1/5°)€9(s)
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segue-se que

Y (s) = 0iE®(s) + bacW(s) + 36" (s)
Por outro lado, de (4), podemos escrever
(14 ay/s + ag/s* + as/s>)EB (s) = U(s)
Portanto

£9(s) = —(a1/5)€¥(s) — (aa/s*)EP(5) — (as/s*)€P (s) + U(s)

Usando-se (5), vem:

£P(s) = —a16(s) — ap€W(s) — asV(s) + Uls)

Podemos representar as equagoes (7), (6), (5) através do seguinte diagrama:

2

(3)



Figura 1: Forma canonica controlavel (terceira ordem).

Tal diagrama é facilmente convertido na seguinte equacgao diferencial:

£O(t) o 1 0 §O(t) 0
V@) | = 0o 0 1 ED@) |+ 0 | u) (8a)
5(2) (t) —a3 —as —ay €@ (t) 1

£O(t)
Yy = [ bs by by } 5(1)(t) (Sb)
£3(t)
E fcil mostrar que tal sistema é sempre controlavel porque a matriz de controlabilidade
é sempre da forma:

0
C=1]0
1

8 = O

1
z
Y

Observagao : A forma canonica controlavel também é importante para o problema de
imposicao de pdlos como veremos no capitulo 5.

O leitor nao terd dificuldade em generalizar essas idéias para sistemas de ordem
diferente de 3. Em geral a forma candnica controlavel correspondente a funcao de

transferéncia

blsn_l + bgsn_Q + ...+ b,
s"+ a8 a2+ ... +a,

g(s) =



¢ dada por:

£0) 0 1 0 .0 ¢0 0
o 0 0 1 ... 0 3% 0
£(n=2) 0 0 0 1 g2 0
Rl I A LR I B

[ 5(0) }

¢

yo= [bo bus . by b ]| (9b)
g(nﬁ)
g1

1.2 Forma canonica observavel

Consideramos novamente o problema de fornecer uma realizacao para a funcao de trans-
feréncia (2). Seja Y (s) = &(s). Reescrevendo a equagao (3), teremos

(14 a1/s + ay/s® + az/s*)E(s) = (by/s + by /s> + b3/s°)U(s)

e portanto:
£(s) = —(a1/s)€(s) — (az/s)&(s) — (as/s°)E(s) + (ba/s)U(s) + (ba/s*)U () + (bs/s°) U (s)
(10)
Note que a equagao (10) corresponde ao diagrama da figura 2.
Do diagrama da figura 2, segue-se que podemos definir:
T = y=§
.fl = —a1xr1+ blu
(@2 = —a9or1 + b2u
jfg = —azri+ b3u
dando origem a seguinte realizacao:
J]l(t) —a 10 J]l(t) b1
I’Q(t) = —ay 0 1 I’Q(t) -+ bg u(t) (11&)
l‘g(t) —as 0 0 l’g(t) bg
1(t)
y = [10 0] a2t (11b)
3(t)



-8 -2, -a,

I

Figura 2: Forma canonica observavel (terceira ordem).

Observagao : Tal realizagao é sempre observavel (exercicio). A mesma idéia pode ser
usada para sintetizar a realizacao de funcgoes de transferéncia de ordem diferente de 3.

Em geral a forma canonica observavel correspondente a fungao de transferéncia

bys" L+ bos™ L+ ...+ b,

S) =
9(s) s"+ a8 a2+ ... +a,
¢ dada por:
[ t1(t) ] [ —a; 1 0 o] x1(t) ] b ]
Z’Q(t) —as 01 ... 0 .Q?g(t) b2
= S : + 1 v (129)
.I'n,1<t> —Ap—1 0 0 . 1 :cn,l(t) bn,1
| @) | —a, 00 ... O | @) | [ b |
_ ) -
(1)
y = [10...0 0] : (12b)
ZEn_1<t>
| w(t) ]

1.3 Realizacoes monovariaveis nao estritamente préprias

No caso em que g(s) = n(s)/d(s) é prépria, mas nao é estritamente prépria, devemos
fazer a divisao n(s) = Dd(s)+r(s), sendo D o quociente (necessariamente de grau zero)
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e r(s), o polinomio resto, necessariamente de grau menor que o grau de d(s). Assim
podemos escrever:

n(s)/d(s) = (Dd(s) + r(s))/d(s) = D + r(s)/d(s).

Note que 7(s)/d(s) é estritamente préprio e portanto pode ser realizado em uma forma
canonica das segoes anteriores. Se (A, B, C') é uma realizacao de r(s)/d(s) entao (A, B, C, D)
serd uma realizacdo de g(s) (mostre).

Exemplo : Seja g(s) = (ds+h)/(s—a). Note que g(s) = d+g¢1(s) onde g1(s) = b/(s—a),
onde b = (h + da). Note também que:

= [a]z+ [bu
= [l

&t = [aJz+
= [z + [du

¢ uma realizacao de g(s). &

Exemplo : Seja g(s) = d+ (b1s + ba)/(s* + a1s + az). Note que o sistema:

HIR A R L
y = [b bl]{zl}—i—du

¢ uma realizacao de g(s). )

1.4 OQOutras formas canonicas

Outras formas canonicas (de controlabilidade e de observabilidade) podem ser encon-
tradas no livro Linear Systems, de autoria de T. Kailath, pp. 35-53.

1.5 Realizacao em cascata

Note que toda funcao de transferéncia

bys" 4 bys™ ..+ b,
s" 4+ a;s" 1l +ags" 24+ ... +a,

g(s) =



pode ser escrita da forma:
k

H 9i(s)

i=1
onde os sao g; fungoes de transferéncia préprias e tem no maximo ordem 2 (mostre).
Assim a funcao de transferéncia g(s) pode ser realizada como um sistema em cascata
a partir dos g;(s). A vantagem dessas realizagoes é que podemos colocar primeiro os
termos relativos aos polos de baixa freqiiéncia (filtros passa-baixa). Isso pode ser til
para evitar saturacoes internas por amplificagoes devido a ruido.

— 4D

Figura 3: Realizacao em cascata.

1.6 Realizacao em paralelo

Decompondo ¢(s) como uma soma de fragoes parciais g(s) = Zle gi(s) podemos realizar
a fungao de transferéncia através da conexdo em paralelo dos g;(s) através da figura
abaixo 4. Isso pode ser util para realizacao de funcoes de transferéncia através de

9.

—s— 9
T %
- Yy

Gk

Figura 4: Realizacao em paralelo.

amplificadores operacionais, que possuem esquemas padrao para primeira e segunda
ordens.

2 Decomposicao de Kalman e realizacoes minimais

Nesta secao estudaremos a decomposicao de Kalman e a sua relacao com as realizagoes
minimais. Mostraremos que uma realizagao é minimal se e somente se ela é controlavel
e observavel.



2.1 Decomposicao de Kalman

Counsidere o sistema linear

x(t) = Ax(t)+ Bul(t) (13a)
y(t) = Cuz(t) + Du(t) (13b)
z(ty) = xo, t <ty (13c)

onde A: X =X B:U—-X,C:X—=)Y, D:U— Y sao transformacoes lineares, X,
U e )Y sao espagos vetoriais de dimensao n, m, [, respectivamente.

Sabemos do capitulos 2 e 3 que podemos determinar os subespacos Rg e N, deno-
minados respectivamente por subespaco controlavel e subespaco nao-observdvel. Temos
que ambos sao subespacos A-invariantes, Im B C Ry e Ny C ker C.

E facil mostrar que Ro NNy e Ry + Ny também sio A-invariantes. Note que :

RoﬂNoCRQCRo—i-./\/()CX
RoNNyg CNy CRo+NyC X

Seja {1, ..., A} uma base de Ro N Ny. Pelo teorema de completamento de base (vide

capitulo 1) é possivel construir uma base de Ry da forma {Aq,..., A, p1,...,ps} onde
{p1,...,ps} ¢ um subconjunto de uma base de Ry. Como Ry NNy C Ny, analogamente
é possivel construir uma base de Ny da forma {A1,..., A, m1,...,m,} onde {ny,...,n,}

¢ um subconjunto de uma base de Ny. Nao é dificil mostrar que o conjunto S =
{M, Ak Py Psy M, - - -5 Tp )t € uma base de R + N (exercicio). Agora complete S
até uma base de X', obtendo uma base B = {1, ..., e, 1,0y Psy My vy Mpy Ty - ooy Ty}
Defina os seguintes subespagos:

X; = span {\1,..., Ay} (Estados ndo-observéveis e controlaveis) (14)
Xy = span {p1,...,ps} (Estados observéveis e controldveis) (15)
Xy = span {n,...,n, } (Estados nao-observaveis e nao-controlaveis)  (16)
Xy = span {zy,...,z,.} (Estados observaveis e nao-controlaveis) (17)

Teorema 1 (Teorema da decomposicio de Kalman) Escrevendo o sistema (A, B, C, D)
na base B de X teremos a seguinte forma canonica (A, B,C, D) , denominada Decom-
posicao de Kalman:

[ A A Az Aug ] By
T 0 Ay 0 Ay ~ | B2
A=10 0 Am Ay | BT 0
) | 0 0 0 Ay ] ) 0
C=[0 C 0 Cy] D=D
onde o par
Ay A B
o] e s



¢ controldvel (parte controldvel do sistema), e o par

A22 A24 :|

(ool [

(19)

¢ observdvel (parte observavel do sistema,).

Prova: Apresentaremos apenas as idéias principais da prova.

Os zeros matriciais que estao abaixo de Aj; sao conseqiiéncia do fato de X} =
All A12
0 A

sao consequéncia do fato de Ry = A7+ X5 ser A-invariante. A forma de Bé conseqiiéncia
de ImB C Ry = &) + X,. Como Ry = X + Xy, segue-se que (18) é a parte controlavel
do sistema.

Os trés zeros matriciais da tltima linha de A decorrem da A-invariancia de Ro+Ny =
X, + Xy + X5, Levando-se em conta a A-invariancia de Ny = &) + X5, é facil mostrar
que a submatriz 2,3 de A (da segunda linha e terceira coluna) tem que ser nula. Os dois
zeros matriz C' sio justificados pelo fato de Ny = X) + X3 C ker C. Como Ny = X, + X,
segue-se que (19) é a parte observavel do sistema. O

Ro NNy ser A-invariante. Os quatro zeros matriciais abaixo da submatriz [

Proposicao 1 A matriz de transferéncia G(s) do sistema depende somente da parte
(Ags, By, Cy, D) |, isto é, da parte controldvel e observdvel do sistema.

Prova: Sabemos que G(s) = C(sI — A)"'B+ D = C(sI — A)"'B + D. Note que?

C(sI — A)—lﬁ =
[ (SI - All) —Aia —Ais —Ais - B
o 0 (SI - A22) 0 —A24 B2
=l 0 & 0 G] 0 0 (sI—Ag)  —Ag 0
L 0 0 0 (SI — A44) 0
(SI — All)il X X X B,
- 0 (SI — Agg)il X X By
=[0 G 0 G] 0 0 (sI — Asg)~! X 0
L 0 0 0 (SI — A44>_1 0

= Co(sI — Agz) ™' By

Assim, G(s) = Cy(sI — Agy) ' By + D, que 86 depende da parte observével e controldvel
do sistema. O
A decomposicao de Kalman leva a estrutura do sistema da figura 5.

2.2 Realizacao de ordem minima

Dizemos que (A, B, C, D) é uma realizagao minimal de uma matriz de transferéncia G(s)
prépria se G(s) = C(sI — A)"'B + D e a realizagao possuir a minima ordem possivel,

2A matrix X denota uma matriz qualquer cujos valores numéricos, ou mesmo as suas dimensoes,
nao sao importantes para o calculo que estamos realizando no momento.



S,
A34
Ay S3
A A, y
P
B, S1 “1 >
u A
% A12
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N > > >
> -1

Figura 5: Diagrama de conexdes do teorema de decomposi¢io de Kalman. O caminho de setas
indica a Unica ligacao entre a entrada e a saida, que € a parte controldvel e observavel.

isto ¢, dim X = n é a menor dimensao do espaco de estados dentre todas as realizagoes
possiveis.

Antes de estudar as realizagbes minimais, serd ttil introduzir os niimeros (matrizes)
de Markov:

Definicao 1 Seja G(s) = C(sI — A)"'B+ D a matriz de transferéncia de um sistema
linear. Os niumeros (matrizes) de Markov associados a esta fungdo de transferéncia sao
dados por:

M =D
M, =CA*B ke N
Note que (sI — A)™" = L(e) = LD, cn(AD)F /K] = 3, oy A¥ /s Em particular:

G(s)=D+> CA*B/ =3 M, /sH!

keN k>—1

Note que as matrizes de Markov determinam completamente a matriz de transferéncia.
Note também que se g(t) = Ce*B+ D = L7Y(G(s)), entdo M), = g® (t)|t:0.

Para demonstrar o resultado principal desta secao precisamos do seguinte resultado
auxiliar de algebra-linear:

Lema 1 Sejam O : X —V eC: W — X transformacoes lineares. Entao:

(i) (O posto da composicao de transformagoes é menor ou igual ao minimo dos postos)
O posto de OC é menor ou igual que min{py,pe} onde py, pa sao os postos de O e C,
respectivamente.

(ii) Se O € injetiva, isto é, se ker O = {0}, entdo o posto de OC coincide com o posto

de C.
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Prova: Exercicio. O
Agora podemos enunciar o resultado principal da secao:

Teorema 2 Uma realizacao (A, B,C, D) de G(s) € minimal se e somente se (A, B) for
controldvel e (C, A) for observdvel.

Prova: A necessidade decorre da decomposicao de Kalman. De fato, se a realizagao for
nao-observavel ou for nao-controldvel, a parte observavel e controlavel desta realizacao
¢ também uma realizagao de G(s), mas com ordem inferior a realiza¢ao dada.

Para mostrar a suficiéncia, suponha que (A, B, C, D) é uma realizagdo de G(s) com
ordem n tal que (C, A) é observavel, e (A, B) é controlavel. Suponha por absurdo que
a realizacao (A, B,C, D) nao é minimal. Em outras palavras, existe uma realizac¢ao
(A, B,C,D) de G(s) de ordem # menor que n. Como as matrizes de transferéncia
dos sistemas acima coincidem com G(s), segue-se que as matrizes de Markov também
coincidem, ou seja:

CA*B = CA*B
Denotando as matrizes de observabilidade e controlabilidade de (A, B, C, D) por O e C,
defina:

CB CAB ... CA"B
CAB CA’B ... CA"B
M =0C = : : : :
| CA"'B CA"B ... CA*" VB |
Analogamente, seja
[ CB  CAB ... CA"'B ]
N CAB CA?B ... C(CA"B
M=0C = . .
| CA'B CA"B ... CA2»-DB |

Segue-se que M = M. Como o (C, A) é observével, segue-se que ker @ = {0}. Como
(A, B) é controlavel, entdo o posto de C ¢ igual a n. Portanto, pela parte (ii) do Lema
1, segue-se que o posto de M é igual a n. Por outro lado, como n é menor que n e
o posto de O e de C sao limitados superiormente por 7, segue-se que da parte (i) do
lema 1 que o posto de M é menor ou igual a n. Isto é uma contradigao, terminando a
demonstracao. O

3 Teoria da Realizacao

Dada uma matriz racional prépria G(s), nesta se¢do vamos mostrar uma técnica de
sintese de uma realizacao (A, B,C, D) controlavel para G(s). Uma realizagdo minimal
pode ser obtida a partir da parte observavel desta realizacao. As idéias da técnica de
sintese dual sao também discutidas.
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3.1 O algoritmo de realizacao por colunas

Seja G(s) uma matriz de transferéncia prépria [ x m. Considere o seguinte método de
obten¢ao de uma realizagdo minimal (A, B, C, D) de G(s).

1. Obtenha uma realizagao controlavel (A;, B;, C;, D;) para j-ésima coluna de G(s)
(a ser descrita em detalhes).

2. Construa o sistema (A, B,C, D) dado por:

A0 - 0 Bl 0 - 0
~ 0 A --- 0 - 0 By --- 0
A: . . B: .
) 0 0 Am ) 0 0 Bm
CI(Cl CQ m) D:(Dl D2 m)

3. Extraia a parte observével (4, B,C, D) de (A, B,C, D).

Obs : FEscrevendo o sistema numa base adequada, obtemos as matrizes

All A12 Bl a
( 0 A22)7(Cl 02)7(32)7D‘

F(I§CZA:A22,C:CQ,B:BQ € D:D
Pode-se mostrar o seguinte resultado®:

Teorema 3 O sistema (A, B,C, D) € uma realizagao minimal de G(s).

3.2 Realizacao de cada coluna
Fixado j entre 1 e m, considere que g;(s) = (g1,(5),...,gmj)" é a j-ésima coluna de
G(s). Mostraremos agora como obter a realizacao (A;, B;,C;, D;) de g;.

Seja gij = pij(s)/qij(s). Seja d;(s) o denominador comum da coluna j, isto é, o
denominador comum dos g;; para ¢ = 1,...,[. Multiplicando-se o numerador e o de-

nominador de g;; por um polinémio adequado, podemos sempre escrever (apés fazer
uma divisdo conforme descrito na subsecao 1.3):

gij = nij(s)/di(s) + di
onde d;; é uma constante e n;;(s)/d;(s) é estritamente préprio. Seja:

di(s) = s"+as" ' +.. +a,
Ny = bi718n71+...—|—bi7n,iZl,...,l

3Na verdade, as tnicas dificuldades técnicas para demonstrar este resultado sdo: (i) garantir que
(A, B) é controlavel (facil por computacio direta da matriz de controlabilidade), e (ii) garantir que a
parte observdvel de um sistema controldvel é controldvel (resultado mais ou menos imediato a partir
do critério de controlabilidade de Hautus).
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Assim, podemos fornecer uma realizacao (controlavel) para coluna g;(s) dada por (mostrar
que tal sistema é mesmo uma realizagao):

0 1 0 .. 0 0
0 0 1 .. 0 0
Aj=1 : S Bj=1:
0 0 0 | 0
| —Gn —Op1 —p2 ... —a1 i 1 |
bl,n bl,n—l . 51,2 b1,1 dl,j
Ci=1| + i i Dj=|
bl,n bl,nfl s bl,2 bl,l dl,j

3.3 O algoritmo de realizacao por linhas

Transpondo a matriz G(s) podemos fornecer uma realizacio (A, By, Cy, Dy) de G(s)”
usando a mesma metodologia acima. Depois podemos determinar uma realizacao de
(A, B,C, D) de G(s) através do sistema dual A= AT . B=CT,C =BT, D= DT.

Uma outra abordagem (exercicio) seria realizar as linhas de G(s) diretamente através
de realizacoes observaveis, agrega-las de maneira dual ao que foi feito no algoritmo de
realizacao por colunas e depois extrair a parte controlavel.
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Cap. 5 - Estabilizacao Por
Realimentacao de Estado

Visao (zeral do Capitulo

Neste capitulo definiremos o conceito de “realimentacao de estado”. Mostraremos que
o espaco controlavel é um invariante por realimentacao de estado, isto é, nao depende
da realimentagao escolhida. Mais ainda, a controlabilidade de um sistema é equivalente
a possibilidade de imposicao livre de polos através de realimentacao de estado.

Quando um sistema nao for controlavel, mostraremos que é possivel impor polos
apenas na parte controlavel do sistema. A parte nao controlavel possui um espectro
fixo, que nao sofre alteracao com a realimentacao.

Apresentaremos o conceito de estabilizabilidade, isto é, a capacidade de estabilizar
um sistema via realimentacao de estado. Mostraremos que um sistema ¢é estabilizavel
se e sO se a parte nao controlavel for estavel.

1 Realimentacao de Estado

Como os conceitos tratados neste capitulo sao do tipo “entrada— estado”, consider-
aremos um sistema (sem saida) da forma:

z(t) = Ax(t) + Bu(t) (1a)
x(tg) = xo, t <tp (1b)

onde A: X — X e B:U — X sao transformacoes lineares, X' e U sao espagos vetoriais
de dimensao n e m respectivamente.

Ao longo dos capitulos seguintes, denotaremos por o(A) o espectro de uma matriz
quadrada (conjunto dos autovalores ou pdlos de A).

Definigao 1 Seja um sistema na forma (1). Uma realimentagao (linear) de estado €
uma let de controle
u(t) = Fa(t) + v(t) (2)

onde F : X — U é uma transformagao linear, e v(t) é a nova entrada externa perten-
cente ao conjunto de entradas admissiveis (vide sec. 1 do cap. 2). O sistema obtido pela
aplicagao da entrada (2) no sistema (1) € chamado de sistema em malha fechada, sendo
dado por :

z(t) = (A+ BF)x(t) + Bo(t) (3)



A agao de uma realimentacao de estado é representada no diagrama a seguir:

® ' )
X . v ® X

a
—> B

I

| A8E

F\'CFM« A &&im"gg A Estuds

A proposicao seguinte mostra que o subespago controldvel Rq (vide Cap. 2) é um
invariante por realimentacao de estado.

Proposicao 1 O subespago Ry € invariante por realimentagio de estado. Em outras
palavras, uma realimentagdo de estado ndo altera o espago controldvel.

Prova: Vide apéndice. a

Observacao : Fica implicito no enunciado da proposi¢do acima que o espago alcangavel
Ro é (A + BF)-invariante para qualquer realimentacio de estado F'. ' O

2 Imposicao de polos

Nesta secao mostraremos a conexao entre o conceito de controlabilidade e a possibili-
dade de impor pdlos livremente por realimentacido de estados. Mostraremos tal fato de
maneira construtiva, com um algoritmo de demonstragao que nao é adequado
para o projeto, pelo menos na maioria dos casos.

Provaremos inicialmente o resultado principal desta segdo para sistemas com uma
entrada apenas. Apos isso, generalizaremos o resultado para sistemas de varias entradas.

Teorema 1 Um sistema (A,b) com uma entrada € controldvel se e somente se os pélos
de A+bf puderem ser livremente impostos para uma escolha adequada da realimentagdo
de estado f.

Prova: Mostraremos apenas que a controlabilidade implica na imposi¢ao livre de pdlos
(mostraremos que a imposigao livre de pélos implica em controlabilidade somente na

2




demonstracao do teorema 2, que examina o caso de vdrias entradas). Para isso, seja

7T<>\) - det(/\l - A) = \" - (an—l/\n_l + ...+ al)\ + ao).

Defina recursivamente a seqiiéncia de polinomios 7@ (), 7™M (X), ..., 7™ ()), tais que:
r?() = 7O (4a)
)\71'(1) ()\) = 71'(2'71)<)\) + a;—1, (Z =1,... ,77,) (4b)

Assim é facil ver que

W) = A= (@ A ah +ay) (5a)
TN = A2 (@ NP4+ azh + an) (5b)
D) = A = (A AT L aia N Fa) (5¢)
A D) = (A = any) (5d)
™) = 1 (5¢)
Agora defina a seqiiéncia de vetores eg, €1, ..., €,, por:
e; = 7D (A, (i =0,1,...,n) (6)

onde, tal como no teorema de Cayley-Hamilton, definimos 7(V(A) = A" —(a,,_; A"+
.+ aii A+ a;I). De (5e) segue-se que
e, =0 (7a)

De (4b), teremos:
A’]T(Z) (A) = W(i_l)(A) + ai_ll

Aplicando-se ambos os lados da equagao anterior (que é uma igualdade de transformagoes
lineares) no vetor e, = b, e usando-se (6), teremos:

Aei =e€;_1+ ai,llen, (Z = 1, c. ,n) (7b)

Do teorema de Cayley-Hamilton, temos que ey = 0 ja que 7(® é o polinémio carac-
terfstico de A e assim 7(®(A4) = 0. Note que podemos contruir o conjunto de vetores

B = {e1,...,e,} em ordem decrescente a partir de (7a), pois de (7b) e (7a) segue-se
que:

€i—1 :Aei—ai,lb, (z:n,n— 1,,2) (8)

Como (A,b) é controldvel, segue-se que {b, Ab,..., A""'b} é uma base do espago

de estados X. De (8) é facil provar que B = {ey,...,e,} é também uma base de X



(para isso prove por inducao que span {b, Ab, ... ,Akb} = span{€,,en_1,---,€n_kr1})-
Escrevendo o par (A,b) na base B teremos:
0 1 0 ... 0 ] [0 ]
O 0 1 ... O 0
e T I (9a)
o 0 0 ... 1 0
_CL() a, as ... an—l_ _]._
onde
A = TAT
b= T
onde T é a matriz dos vetores coluna {ey,...,e,}. Note que a expressdo da i-ésima

coluna de A é conseqiiéncia de (8) (e do fato que ey = 0 para a primeira coluna). A

expressao de b é conseqiiéncia do fato de e, = b.

Agora suponha que desejamos impor novos pélos { Ay, ..., A\, }. Para isso é necessario

que o polinémio caracteristico em malha fechada seja:

T(A) = (A_}‘\l)()‘_:\\Q)"‘ (A_}‘\n)
- )\n - (an,l)\"fl + ... +Eil)\ —|—EL\0)

Defina a matriz de realimentacao f, pondo
f = [ (ao — CLQ) (61 — al) Ce (ﬁn_l — an_l) :|

E fécil mostrar que:

0 1 0
0 0 1 0
12(""5‘?: : : : . :
o 0 0 ... 1
ay ap Ay ... Qpq

e portanto os poélos de (g +Zf) sao os polos desejados. Como os pélos de uma trans-
formacao linear nao dependem de mudanca de base (ou matricialmente, os autovalores
de uma matriz nao se alteram por transformagao de similaridade), teremos:

d(A+Bf) = o (T(K + Ef)T-l)
:a@himﬁfﬁ
= o | A+bfT !

—
f
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Assim a realimentacio de estado a ser implementada sera:
f=fr | (10)

E isto completa a demonstracao. ]

O teorema 1 pode ser generalizado para sistemas com varias entradas. Para isso
necessitaremos do lema a seguir, que reduz o problema multivaridvel a um problema
com apenas uma entrada. A idéia é mostrar que existe uma realimentacao de estado F'
e um vetor de ganhos % € U tal que a lei de controle:

u(t) = Fz(t) + uv(t)

produz um sistema em malha fechada controldvel com a nova entrada externa escalar
v(t) dado por: R R
z(t) = Az(t) + bv(t)

onde b= Biie A= A+ BF.

H

| A +BF

=

SFCOK\Wa 2- Qg&us,g do ?robﬁ.,wm« ao

~
Ca %o oo varia vel .

Lema 1 Seja (A, B) um sistema controldvel com m entradas. Para todo U € U existe
uma realimentacdo de estado F tal que o par (A,b) seja controldvel, onde b = Bu e

A=A+ BF.

Prova: Vide apéndice. ‘ ‘ !
Desta forma, para determinar uma realimentagio F tal que A+ BF possua os pélos
desejados, devemos proceder da seguinte maneira:

e Determinar @ e F' (através do Lema 1) tais que b = Bii e A = A+ BF possuam
a propriedade de que (A, b) seja controlavel.

e Resolver o problema da imposicio de pélos para (2, 3), determinando f tal que
(A + bf) possua os pélos desejados.
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e Implementar, a lei de controle u = F + af (justifique).

Observacao :

¢ A reducao de um sistema de varias entradas a um sistema de uma entrada apenas
¢ uma péssima politica na pratica porque tende a gerar desperdicio de energia nas
leis de controle. A prépria idéia de imposicdo de pélos é discutivel como técnica de
projeto. As técnicas de otimizacao das teorias de controle 6timo/robusto permitem
realizar projetos muito mais efetivos nas aplicagbes.

e Apesar de a prova do lema 1 fornecer um algoritmo (bastante complicado) para
determinacdo de u e F, pode-se mostrar que se gerarmos aleatoriamente o par
(F,u), a propriedade do lema 1 ser4 satisfeita com probabilidade 1. Em termos de
solucao de exercicios isto é satisfatério (mas é claro que “chutar” aleatoriamente
nao é em geral uma boa técnica para um projeto sério).

o
AN
A S -
= Frixd

Fogurn 22 Realivaduc§ 2 quivaludie

Assim podemos enunciar o resultado principal do capitulo:

Teorema 2 Um sistema (A, B) € controldvel se e somente se os pdlos de A + BF

puderem ser impostos livremente para uma escolha adequada da realimentacdo de estado
F.

Prova: Se (A, B) é controlavel, pelo método exposto apés o lema 1 podemos impor
os pélos livremente. Provemos agora que, se o sistema néo for controldvel, existe uma
parte dos autovalores de A (exatamente os autovalores da parte ndo controlavel) que
nao se alteram por a realimentacido de estado. Assim, suponha que o sistema nio é
controlavel e seja F' uma realimentacido qualquer. Entdo, do que foi visto no Cap. 2,




podemos escrever o sistema numa base onde os primeiros k vetores forma uma base de
Ry. Fazendo a mudanga de base x = T'z teremos:

Ay Agg = ooipn | B1 . .
0 Am} B=T B_{ 0} F=FT=[F F]

ondeAnékxk’,Algékxn—k,Aggén—kxn—k,Blékxm,Flémxk:ngé

m X n — k. Agora note que,

Z+]§ﬁ= Ay + BiFy A+ B F,
0 Aso

A=T1AT = {

(11)

Devido & forma bloco-triangular da matriz A + BF segue-se que o(A 4+ BF) = o(A1; +
B F1)lH 0(As) (onde 4 denota unido com repetigao). Portanto, os pélos da parte nao
controlavel A,y sempre aparecem no sistema em malha fechada e a imposicao de pélos
livre nao é possivel. O

3 Estabilizabilidade

Nesta se¢ao, estudaremos o conceito de estabilizabilidade. Comegaremos pela definicao:

Definicao 2 Um sistema (A, B) € estabilizdavel se existir uma realimentagdo de estado
F tal que o sistema em malha fechada seja estdvel.

Do que foi visto na prova do teorema 2, os pélos da parte nao controlavel estao sempre
presentes no espectro de (A+ BF’) para qualquer F' (vide equagao (11)). Por outro lado,
também da equagao (11), é facil ver que os pdlos da parte controldvel sao livremente
impostos por F; (a matriz Ay + By F) pode ter seus polos impostos livremente). Assim
podemos enunciar o seguinte resultado:

Proposicao 2 (Critério de Estabilizabilidade) Um sistema (A, B) é estabilizdvel se e
somente se a sua parte nao controldvel Ass for estdvel.

Prova: Imediata a partir dos argumentos da demonstracao do Teorema 2 e das ob-
servacoes acima. O

A Apéndice — (Demonstragoes)

A.1 Demonstracao da proposicao 1.

Prova: Precisamos mostrar que ImC = ImC, onde C = [ B AB ... Av!B } e
C = | B (A+BF)B ... (A+ BF)"'B ] para qualquer realimenta¢do F : X — U,

7



Para isso, note que para qualquer subespago V C X, tem-se (exercicio):

ImB + (A+ BF)V =ImB + AV (12)
Agora defina a seqiiéncia de subespagos Vi, k =0,...,n — 1, tais que:
Vo = ImB (13a)
Vi = ImB+AYy=ImB+AlmB (13b)
Vooi = ImB+ AV, y=ImB+AImB+...+ A" ' ImB = ImC (13c)

Analogamente podemos definir a seqiiéncia de subespa(;os?k trocando-se A por A+ BF
em (13). Usando-se (12), é facil mostrar por indugao que Vi, = Vi, k=0,...,n—1. Em
particular os espacgos controlaveis V,,_; = V,,_1 coincidem. O

A.2 Demonstracao do lema 1.

Para provar! o lema 1, necessitaremos dois resultados auxiliares que apresentamos a
seguir.

Lema 2 Seja (A, B) um sistema controldvel e suponha que V € um subespago A-invariante
com dimV < dim X. Entdo existe b € Im B tal que b ¢ V.

Prova: Devemos provar que I'mB nao esta contida em V. Como o sistema é controlavel,
Ro = X é o menor A-invariante que contém Im B. Como V é A-invariante e é propria-
mente contido em Ry, ele nao pode conter Im B. O

Lema 3 Seja V um subespago A-invariante e seja b € X tal que b ¢ V. Defina R =
Im [ b Ab ... A1 } Sejam {vy,...,vp} e {b, Ab,...  AP71b} bases de e V e R
respectivamente (mostre que sempre existem bases de R desta forma para algum p < n).
Entao existe uma base de V + R da forma {vy,..., v, b, Ab, ..., A0} onde ¢ < p.

Prova: Como b ¢ V), segue-se que o conjunto {vy,...,v, b} é L.I.. Por outro lado
suponha por indugao que D;_; = {vy,...,v4,b, Ab,... A771b} é L.I. mas o conjunto
D; = {v1,..., v, b, Ab,... A7b} é L.D. Mostraremos que ID;_; é uma base de V + R. De
fato, note que afirmar que D; ¢ L.D. e D;_; ¢ L.I. implica que AJb é gerado por D;_yq,
isto ¢, AJb = v + 720 A, com v € V. Da A-invariancia de V, aplicando-se A em

LA prova do lema 1 é bastante complexa e nao é necessaria para o entendimento das principais idéias
do capitulo.



ambos os lados da ultima equacao nos leva a concluir que A’*1h também é gerado por
D;_;. Por indugao, mostra-se que A'b é gerado por I;_; para qualquer i € N. Assim

D;_; é LI e gera V + R, sendo portanto uma base. O
Prova lema 1. Mostraremos que existe uma base de X dada por {z1,...,z,} tal

que:
ry = bl (14&)

onde b; € Im B, isto é, existe u; tal que b; = Bu;. Assim podemos construir I , definindo:
Fr;=—t;,(Gi=1,...,n)
E assim, se b = by, teremos (mostrar):
Zig1=(A+BF)Y b, (i=1,...,n—1)

e portanto teremos que o par (121\,6) é controlavel, onde A=A+ BF.
Mostremos agora a existéncia da base X = {z1,...,z,} que obedece (14). Constru-
iremos tal base através de um algoritmo iterativo descrito a seguir:

Passo 1 Seja b qualquer vetor pertencente a Im B. Tome 31 =. Seja
Vl = Im /b\l A/l;l An—l/b\l ] .

Pelos resultados do capitulo 2, temos que V, é A-invariante. Defina n; = dim V.
Considere a base de V; dada por {bl,Abl,. CA™MT 1b }. Se my < n vd ao passo
seguinte. Caso contrario termine o algoritmo.

Passo k Partimos de V)_; construido no passo anterior. Temos que Vy_1 é A-invariante
com uma base da forma

Xk—l = {/51, A/b\l, c. ,Anl_l/gl, c. ,/b\k_l, Agk_l, c. ,Ank_l_l/b\k_l}.

Suponha que dimV;_; < dim X = n. Pelo lema 2 podemos tomar b, € Im B tal
que by, & V1. Assim, seja

Ri = Im /b\k A/b\k Anilgk ]
e Vi = Vi_1 + Rpi. Pelo lema 3 existe uma base de V), da forma:
Xy, = {by, Aby, ..., A" by, . by, Aby, ..., A", )

Se dim V, < n = dim &X', entao execute o préximo passo. Caso contrario, X, é uma
base de X, e termine o algoritmo.



Observacgao : Seja Ek = [ /b\l . /b\k } Como X é um conjunto L.I. segue-se que as

colunas de Ek sao L.I.. Em particular como dim Im B = m segue-se que k nao pode
exceder m. Note que, enquanto dimV, < n = dim X, o passo k do algoritmo produz
Vi1 com dim Vg1 > dim V. Assim sempre existe k* < m tal que V, = X, e assim X«
é uma base de X’ (exercicio). o

Deﬁnaa, 1=1,...,n por:

o~

bl = b1 (15&)

Jj—1 J
b, = b, se an<i§2np (15b)
p=1 1

p=

Note que a equacao (15) constrdi os n vetores b; pela repetigao de n; vezes do vetor 31,
pela repeticao de ny vezes do vetor by e assim por diante. Isto é:

{b17-~-7bn} - {blu---7b17-~~7bk*7---ybk*}
—— ————
ny vezes Ny vezes
Agora defina:
r1 = bl

Tiy1 = Az +b;

Do fato de X+ ser uma base de X', nao é dificil mostrar que {z1, ..., x,} também é uma
base de X’ (que por construcao obedece 14). a
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Cap. 6 — Observadores Dinamicos e
Compensadores

Visao Geral do Capitulo

Neste capitulo mostraremos que a observabilidade (detectabilidade) de um sistema per-
mite construir um sistema linear @, denominado observador, que estima assintotica-
mente o estado do sistema. O observador de estados @ possui como entradas a saida
y(t) e a entrada u(t) do sistema e como saida o estado estimado w(t), que converge para
o estado z(t) do sistema, isto e , limy oo w(t) — Z(t) = 0

Mostraremos que taxa de convergéncia do observador pode ser imposta através de
um problema de imposi¢io de pélos por injecdo da saida (conceito dual da realimentagéo
de estado). O conceito de detectabilidade sera introduzido como sendo a possibilidade
de estabilizagio via inje¢ao de saida. Se o sistema for detectivel entdo o observador
assintGtico pode ser construido. Se o sistema for observavel, os pdlos do observador (e
portanto a taxa de convergéncia) podem ser impostos livremente.

Como vimos no capitulo passado, podemos estabilizar (ou impor pélos de) um sis-
tema controlével através de uma realimentacdo de estado. No entanto, na maioria
dos casos praticos, o estado ndo estd disponivel para realizar a realimentagio estabi-
lizante. Em geral somente a saida ou conjunto de variaveis medidas através de sensores,
esta disponivel para implementacdo da realimentagdo. Uma idéia bastante natural é a
questao de realizar um compensador de estabilizagdo (que s6 possui como informagio
a saida do sistema, € ndo todo o vetor de estado) através da realimentacdo do esta-
do estimado w(t), fornecido pelo observador. A teoria mostra que para tal esquema
de compensacio (denominado topologia observador-controlador) teremos que os pélos
do sistema completo em malha fechada sdo os podlos do sistema com realimentacdo de
estado e os polos do observador de estado. Mais ainda, a matriz de transferéncia do
sistema em malba fechada, considerando a nova entrada externa v(t), serd idéntica a
matriz de transferéncia obtida por realimentacao de estado. Isto significa que o projeto
do observador e da realimentagao de estados podem ser feitos de maneira independente.
Tal resultado é denominado teorema da separacido deterministica, e seré demonstrado
neste capitulo. _
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1 Injecao da saida

Seja um sistema (ficticio) da forma:

z(t) = Az(t) (1a)
Wt) = Cx(t) (1b)
z(to) = zo, t2>1o (1c)

Onde A: X - X e(C : X - Y sao aplicagoes lineares e X, ) espagos vetoriais de
dimensdo d(X) =n e d(Y) = 1.

Definicao 1 Uma aplicagio linear K : Y — X € denominada injeg¢io da saida. O
sistema

#(t) = (A— KC)a(t) (2)

é denominado sistema em malha fechada com a injecdo da saida.

1

yy
1<}

Fig.2: Tujpods de Salda K
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No Capitulo 3 vimos que a imposicdo livre de pdlos por realimentacao de estado
é equivalente a controlabilidade do sistema. O resultado a seguir é o resultado dual
daquele teorema.

Teorema 1 Um par (C, A) € observdvel se e somente se o0s pélos de A— KC puderem
ser livremente impostos pela injecio da saida G.

Prova: Pelo lema 2 do Capitulo 3, se A; = AT e B; = C7 entdo (A, B;) é controlvel
se e somente se (C, A) for observével. Por outro lado seja Fi = —K7. Observe que
uma realimentagao de estado F para o sistema dual (A;, By) age como uma injecao da
saida para o sistema (C, A). Isto é imediato da igualdade (4; + B F;) = (A — KC)T.
Portanto' segue-se que o(A; + BiF;) = o(A — KC)T. Portanto, do Teorema 2 do
capitulo 5, segue-se o resultado desejado. a

1Note que os autovalores o(A4) de uma matriz quadrada A s3o os mesmos autovalores o(AT) de sua
transposta AT.




Observacao : Note que a demonstracao do Teorema 1 sugere a seguinte técnica de
imposicao de polos por injecao de saida K:

° Faga Al :AT e Bl = CT.

e Determine F} tal que (A; + By F}) tenha os pélos desejados de acordo com a teoria
do capitulo 5.

e Obtenha K = —F}.

2 Detectabilidade

O conceito dual da estabilizabilidade é denominado detectabilidade.

Definicao 2 Dizemos que (C, A) é detectivel se pudermos estabilizar (A— KC') através
da escolha de uma injecao da saida K adequada.

Como foi mostrado no capitulo 3, tomando uma base de X em que os primeiros k
vetores formam uma base do espaco nao observavel Nj, o sistema se reescreve como:

All A12

e
A=T AT—[ 0 Ay

},GZCT:[O Cy |

Lembremos que (Cy, Agy) é a parte observavel do sistema.
Seja K uma injecao de saida arbitraria. Escrevendo K na nova base teremos:

- m—1 o Kl
K=T K_[Kz

Assim,

0 Ay — KyCy

Da forma bloco triangular de A — KC, segue-se que o(A — KC) = (A1) o(Ags —
K>Cs5). Em outras palavras os pélos da parte nao observéavel A;j; estdo sempre presentes

;{—}?5: |iA11 AIQ_KICQ :|’

no espectro de A—KC. Por outro lado, pelo teorema 1 os pdlos de (Agy — K5C5) podem
ser impostos livremente pela escolha de Cs, ja que o par (Agy, Cy) é observavel.

Assim, podemos enunciar o seguinte resultado, que é uma conseqiiéncia imediata da
discussao acima :

Proposicao 1 : (Critério de Detectabilidade) As sequintes afirmativas sdo equiva-
lentes:

o Um par (C,A) € detectdvel.



e Os pdlos da parte nao observdvel Ay do sistema sdo estdveis.

o O sistema dual (A1, By) € estabilizdvel, onde Ay = AT e By = CT.

Observacao : Da proposicao acima fica claro que as nocoes de detectabilide e esta-

bilidade sao consideradas duais. Note também que o método de imposicao de pdlos

da observagao 1 pode ser usado mesmo no caso em que (C, A) é detectavel mas nao é
observavel.

¢
A tabela abaixo resume as diversas nocoes e seu conceito dual:
Conceito Conceito dual
Matriz Matriz transposta
Sistema (A, B, C) Sistema (A, By, CY)
onde A, = AT, B, =C", C, = BT
Realimentacao Injecao da saida K; = —F7T
de estado F' do sistema dual
Injecao da saida K Realimentacao
de estado F} = — KT
do sistema dual.
Controlabilidade Observabilidade
do sistema dual
Observabilidade Controlabilidade
do sistema dual
Estabilizabilidade Detectabilidade
do sistema dual
Detectabilidade Estabilizabilidade
do sistema dual
3 Observadores de Ordem Completa
Consideraremos sistemas S = (A, B, C') da forma:
#(t) = Ax(t)+ Bu(t) (3a)
y(t) = Cx(t) (3b)
x(to) = X, t Z to (3(3)

onde A: X - X, B:U— X, C:X — ), sao transformacoes lineares, X', U e Y sao
espagos vetoriais de dimensao n, m, [, respectivamente.



Agora considere um sistema dindmico auxiliar Q = (K, L, W) dado por
w(t) = Wuw(t)+ Ky(t)+ Lu(t) (4a)
’w(to) = Wy, i Z to (4b)
onde W: X —» X, K: Y X , L : U — X sdo transformacoes lineares.

Definigao 3 Dizemos que O é um observador de estados de ordem completa (observador
assintdtico ou simplesmente observador) se

lim e(t) = 0 (5)

t—o0

onde e(t) € o erro de observagdo, definido por:

e(t) = w(t) — (?) (6)

Note que:
é(t) = w(t)—z(t)
= Wuw(t)+ Ky(t) + Lu(t) — Az(t) — Bu(t)
= Wuw(t)+(A— KC)z(t)+ (L — B)u(t) (M
Seja
L = B : (8a)
W = (A-KC) (8b)
Substituindo (8a) e (8b) em (7), teremos
é(t) = (A — KC)e(t) 9)

Logo, se (A — KC) for uma matriz estdvel, teremos que o sistema serd um observador,
pois a equagao (9) implicard em lim,_,, €(t) = 0 para qualquer condi¢do inicial e(to).
Por outro lado, da primeira parte do capitulo, podemos impor livremente os pélos de
A — KC se e somente se o sistema for observavel. Se isto ndo ocorrer, podemos (pelo
menos) estabilizar A — KC se e s6 se o par (C, A) for detectével.

{
{
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FIG.3: DIAGRAMA DE BLOCOS DO OBSERVADOR DE ESTADO Q.
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4 Compensadores Baseados em Observadores de Or-
dem Completa

Agora suponha que realimentamos o estado estimado w(t) fornecido pelo observador da
equagao (4), com as condigoes (8a)-(8b) obedecidas, através de uma lei de controle da
forma :

u(t) = Fw(t) + v(t) (10)
onde v(t) é a nova entrada externa. Em malha fechada teremos o sistema:
x(t) Ax(t) + BFw(t) + Bo(t) (11a)
w(t) = (A—KC)w(t)+ KCx(t) + BFw(t) + Bou(t) (11b)
y(t) = Cu(t) (11c)
JT(tQ) = JT(),’LU(to) = WQ,t Z tg (11d)
E escrevendo as equagoes (11) matricialmente, teremos:
ity ] [ A BF (t) B
{w(t)] = [KO A—KO+BF]{w(t)}+[B]U(t> (122)
) Ac ’ Be
_ ()
y(t) = | CC 0] {w(t) } (12b)

Fazendo a mudanga de coordenadas w = e + 2z (e = w — x) correspondendo & uma

mudanca de base:
oo =[]

EIRERIE
teremos
[i((g} = VHOBF Aig?(c} [ﬁg;]* [g] v(t) (13a)
T aoar bt
W = [ o] 7] (130
€.=C.T

E assim podemos enunciar o teorema da separagao deterministica:

Teorema 2 (da Separa¢ao Deterministica) Seja um compensador baseado em obser-
vador tal que as equagdes em malha fechada com o sistema sao da forma (12). Entdo:
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(i) Os pdlos do sistema em malha fechada sao dados por (A + BF)Ho(A— KC),

onde |# indica uniao com repeti¢ao.

(i) A matriz de transferéncia G.(s)) da nova entrada v(t) para a saida y(t) do sistema
em malha fechada (12) é dada por:

G.(s)=C(sI —A—BF)'B

Prova: Note que (i) é conseqiiéncia da forma bloco triangular da matriz de sistema A,
da equagao (13). Por outro lado, (ii) é conseqiiéncia imediata da seguinte férmula de
inversao de matrizes de blocos :

Q' = [ Qu Q2 }_1 _ [ Qrn —Q1 Q1@ }
0 Qu 0 Q
De fato

Ge(s) = Cu(sI —A)'B,
= C.(sI — A) "B,

L
= [C 0] _(SI_AO_BF)_I (SI—A)—(FKC)_I] {g}
—[C 0] _(SI_A_OBF)_IB}

= C(sI — A— BF)™'B

Observagao : (Importante). No teorema acima, ( i ) nos diz que os pdlos do sis-
tema em malha fechada com o compensador sao obtidos a partir dos pdélos de uma
realimentagao de estado e uma injecdo da saida, separadamente (assim o projeto do
controlador F' e do observador podem ser independentes?). J4 a afirmagao ( ii ) nos
diz que a matriz de transferéncia do sistema em malha fechada com o compensador é a
mesma obtida com a realimentagao de estado u(t) = Fa(t) + v(t) . &

2Para um projeto que leve em conta a robustez do sistema nem sempre o projeto independente leva
a bons resultados.
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FIG4: A FIGURA ACIMA MOSTRA UM COMPENSADOR BASEADO NA TOPOLOGIA
OBSERVADOR CONTROLADOR. O SINAL DE ENTRADA v(t) E A ENTRADA DE CONTROLE
EXTERNA E O SINAL r(t) E UMA PERTURBAGAO DESCONHECIDA.

Observacgao : Considere a perturbacido nao conhecida r(t) como entrada e y(t) como
saida (fazendo v(t) = 0). Entdo, a matriz de transferéncia H(s) tal que Y(s) = H(s)R(s)
contera os polos de (A + BF') e de (A — KC') (determine H(s) como exercicio).




Cap. 7 — Teoria da Regulacao e
Rastreamento

Visao (zeral do Capitulo

Neste capitulo estudaremos os problemas de requlacdo e rastreamento. A teoria da
requlacao trata o problema de projetar um sistema de controle que seja capaz de elim-
inar assintoticamente o efeito na saida de uma perturbagao w(t) desconhecida, mas
que obedega uma equagcao linear auténoma conhecida (por exemplo w = 0 para a per-
turbacao degrau). A teoria do rastreamento estuda o problema de projetar um sistema
de controle que garanta que a saida do sistema siga um sinal de referéncia r(¢) com
um erro assintético nulo. O sinal de referéncia nao é conhecido a priori, mas também
obedece uma equacao diferencial autonoma. Mostraremos que o problema de regulacao
¢ um caso particular do problema de rastreamento e que a solugao dos dois problemas é
diretamente relacionada ao principio do modelo interno. Tal principio é filosoficamente
simples de enunciar :

Para resolver o problema de requlagao/rastreamento, € preciso incorporar ao
sistema um modelo da perturbagdao/referéncia.

Comecaremos o capitulo com uma revisao de alguns conceitos basicos vistos em Con-
trole I, que nos fornecerd uma visao freqiiencial dos problemas. Para perturbacao (ou
referéncia) degrau, veremos que o modelo interno é um integrador. Se o incorporamos
ao sistema, podemos entao solucionar os problemas de regulagio/rastreamento. Para
pertubagdes (e sinais de referéncia) do tipo senoidal, o modelo interno é um oscilador
harmonico. Esses exemplos servirao de base para introducao de uma teoria no dominio
do tempo, apresentada na segunda parte do capitulo.

1 Introducao e Motivacao

Nesta secao motivaremos nossos problemas com varios exemplos simples, utilizando
apenas conceitos da disciplina de Controle I. A teoria aprendida naquela disciplina nos
mostra que sistemas do tipo 1, isto é, sistemas que possuem 1 pélo na origem, sao tais
que o erro de regime a degrau' ¢ nulo. De fato, considere o seguinte exemplo:

Exemplo 1 A funcao de transferéncia de um motor DC é G(s) = SJ%l Um engenheiro
acrescentou um integrador H(s) = 1/s na entrada do sistema obtendo o sistema em
malha fechada da figura 1. O lugar de raizes correspondente é mostrado na figura 2.

!Com realimentacao unitaria e estabilidade em malha fechada.



Figura 1: Sistema em malha fechada.

Note agora que a fungao de transferéncia E(s)/R(s) é dada por:

E(s) 1

R(s) 1+ £
s(s+1)
s?+s+ K

Se r(t) é o degrau unitdrio, entao R(s) = 1/s. Como o sistema em malha fechada é
estéavel para todo K > 0 (vide lugar de raizes da figura 2), podemos aplicar o teorema
do valor final para e(t), obtendo:

lim e(t) = limsE(s)

t—oo s—0
: s(s+1) 1
= th—.—
s—0 s2+s+ K s
=0

Assim a inclusao do integrador na malha garantiu que o erro de regime a degrau seja
nulo, ou seja, a saida rastreia a entrada degrau com erro assintético nulo. Isto pode ser
visto na simulacao da figura 3. )

Exemplo 2 Agora considere o mesmo sistema do exemplo 1, mas com uma perturbacao
degrau w(t) aplicada conforme a figura 4.
Determinando-se a fungao de transferéncia Y (s)/W (s) teremos

Y()
Wi(s) 1+§34+1
s
22454+ K

Se w(t) é o degrau unitério, entdo W(s) = 1/s. Como o sistema em malha fechada é
estavel para todo K > 0 (vide lugar de raizes da figura 2), podemos aplicar o teorema



Root Locus

K=04 *

021 4

01t -0
VA

Imag Axis
o
T
i

-01F 4

-02f q

-03f q

-04}F 4

05 b
1 1 1 1 1 1 1 1 1 Il

-1 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -05 -0.4 -03 -0.2 -0.1 0
Real Axis

Figura 2: Lugar de raizes de Kﬁ Os “z” indicam os polos para K = 0,0.1,0.2,0.4. O

“x” fora do eizo real sdo os pdlos para K = 0.4.

do valor final para y(t), obtendo:

lim y(t) = limsY(s)

t—o0 s—0
I S 1
= ms——.—
s—0 s24+s5s+K s
= 0

Assim a inclusao do integrador na malha garantiu que a influéncia da perturbagao degrau
w(t) na saida y(t) seja assintoticamente eliminada. Isto pode ser visto na simulacdo
da figura 5. Portanto o problema de regulacao para perturbacao do tipo degrau foi
solucionado. Sendo assim, do que vimos dos exemplos 1 e 2, e da linearidade do sistema,
vemos que os problemas de rastreamento e a regulagao estao resolvidos. s

Exemplo 3 Considere agora perturbagoes w(t) e referéncias r(t) senoidais de freqiiéncia
igual a 1 radiano por segundo. Assim w(t) = Acos(t + ¢). Calculando a transformada
de Laplace L(w(t)) (ou de L(r(t))) mostra-se que ela é da forma:

as+b
s2+1

L(w(t)) =

(1)

onde a e b sdo fungoes de A e ¢ (exercicio). Considere o compensador H(s) = K(s +
1)?/(s* 4+ 1) adicionado na entrada do motor na mesma topologia em malha fechada da
figura 4.
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Figura 3: Resposta ao degrau na entrada do sistema em malha fechada do exemplo 1 para
K =0.4. O sinal e(t) € a curva continua e y(t) € tracejada (o eixo horizontal representa o
tempo em sequndos).

w(t)

0 e(h) * vt
His) [ c(s)

Figura 4: Sistema em malha fechada com perturbagdo w(t).

Calculando-se as fungoes de transferéncia E(s)/R(s) (para w(t) = 0) e Y (s)/W (s)
(para r(t) = 0), obtemos:

E(s) 1
- K(s+1)2
R(S) L+ (s2+1)(s+1)
(s +1)

(2+ (K + 1)s + K)

1
Y(s) 1
o K(s+1)2
W(s) L+ (s2+1)(s+1)

B (s> +1)
(824 (K+1D)s+ K)(s+1) (3)

Note que o lugar de raizes de tal sistema ¢é da forma da figura 6.
Seja r(t) = Acos(t + ¢). Como o sistema é estavel para K < 1 (vide figura 6),
podemos determinar a resposta em regime permanente senoidal para esta faixa de K.

4



Figura 5: Resposta y(t) com perturbag¢do degrau w(t) e r(t) = 0 para o sistema em malha
fechada do exemplo 2 para K = 0.4 (o eizo horizontal representa o tempo em segundos).

Fazendo s = +j em (2) e em (3), conclui-se que ambas respostas em regime perma-
nente sao nulas. Em outras palavras, o erro de rastreamento tende a zero, assim como
a influéncia de uma perturbacao senoidal na saida. Segue-se que tanto o problema si-
multaneo de regulagao e rastreamento é solucionado por este compensador. Na figura 7
fornecemos uma simulacao da resposta do sistema em malha fechada para um sinal de
referéncia r(t) = sin(t + 7/3) e para uma perturbacgao w(t) = sin(t + 7/4). L

Os exemplos anteriores possuem o seguinte principio em comum. Para solugao do
problema de regulagao/rastreamento incluiu-se no sistema um modelo da perturbagcao.
Como ja dissemos acima, isto se constitui exatamente no principio do modelo interno.
Para perturbacao senoidal de freqiiéncia 2, assuma que adicionamos na entrada do
sistema G(s) um compensador H(s) com pélos em £;5€2 na configuragao da figura 1.

Suponha também que o sistema em malha fechada da figura 1 seja estavel. Um
célculo simples mostra que a resposta em regime permanente do erro e(t) para per-
turbacoes e sinais de referéncia senoidais na freqiiéncia €2 é nula, ou seja, o erro tende
assintoticamente para zero, garantido a solucao simultanea dos problemas de rastrea-
mento/regulagao.

De fato, assuma que o sistema G(s) nao possua pélos? em +5). Seja:

Yis) _ Gls)
Wi(s) 1+ G(s)H(s)

F(s) =

E denote F'(jQ) = % s=ja. Note quelim,_ o ||H(s)|| = +o00. Como lim,_, o ||G(s)|

5)
G( )H(S)|
é finito, segue-se que F'(j€2) = 0. Assuma também que G(s) nao possui zeros em =£;{2.

Seja

E(s) 1
V = =
)= R ~ 1T GO H)
Nestas condicoes, lim,_. o [|G(s)|| é finito e nao nulo e lim,_,;q |H(s)|| = +00, segue-se

que V(jQ) = 0. Podemos resumir tais propriedades no seguinte resultado:

2Se G(s) possui pdlos em £;5Q nao precisamos que H(s) os tenha. Mostre como exercicio que neste
caso também podemos resolver o problema da regulagao.
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Figura 6: Lugar de raizes de K
polos para K = 1.

Os “r” a esquerda do eixo imagindrio indicam 0s

Proposicao 1 Seja G(s) un sistema monovaridvel e suponha que projetamos um com-
pensador H(s) conectado a entrada de H(s) como mostrado na figura 1. Assuma que:

e H(s) possui pélos em £j5S0.
e O sistema em malha fechada é estavel.
e G(s) nao possui pdlos em +jS0.

Entao H(s) é uma solugao para o problema de requlacio de distirbios senoidais w(t)
na freqiéncia Q2. Mais ainda, se G(s) nao possui zeros em +jS), entio H(s) também
soluciona o problema de rastreamento para referéncias r(t) senoidais de freqiéncia €.

No caso em que G(s) possui pélos em £, também podemos mostrar um resultado
andlogo (vide apéndice).

O restante do capitulo tentara generalizar estas idéias para sistemas multivariaveis
e tipos de perturbacoes e sinais de referéncia mais gerais através de uma abordagem no
espaco de estados.

2 Definicao dos problemas

Considere um sistema da forma:

z(t) = Ax(t)+ Bu(t)+ Ew(t) (4a)
y(t) = Cu(t) (4b)
l‘(t()) = $0,t2t0 (4(3)
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Figura 7: Respostas y(t) e e(t) do sistema para r(t) = sin(t + 7/3) e para uma perturbagao
w(t) = sin(t + 7/4). O sinal y(t) € representado pela linha tracejada e o sinal e(t) pela linha
continua.

Como no capitulo 2, teremos A : X - X, B: U - X, C: X =Y, F: W — X sao
transformacoes lineares, X', U, Y e W sao espacos vetoriais de dimensao n, m, [ e p
respectivamente. O espacgo vetorial X' é chamado espago de estados (z(t) é o vetor de
estado no instante t), ) é o espago de saidas (y(t) é o vetor de saidas no instante t) e
U é o espago das entradas (u(t) é o vetor de entradas no instante ). A entrada externa
u(t) pertence ao conjunto U de fungbes de entrada admissiveis. Por simplicidade vamos
supor que U é o conjunto das fungdes continuas por partes de [tg,00) em U. O sinal
w(t) € W é um sinal de distirbio. Também por simplicidade, vamos supor inicialmente
que £ = B, isto é, a perturbacao age aditivamente na entrada do sistema.
Considere agora a seguinte hipotese.

Hipétese H1. Considere o seguinte sistema:

:L'Q(t) = AQiL‘Q(t) (5&)
yo(t) = Carq (5b)
ro(ty) = % (5¢)

Chamamos de hipotese H1 a propriedade de que, para qualquer perturbagao w(t) que
possa ocorrer no sistema, existe 23 tal que w(t) = yo(t) = e*'2). Em outras palavras,
(5) é um modelo da perturbagao. Podemos assumir sem perda de generalidade que tal
sistema é observavel (caso contrario podemos tomar sua parte observavel, que possuird

a mesma propriedade.

Definicao 1 : PROBLEMA DE REGULA CAO. Queremos projetar um sistema
de controle com a topologia da figura 4 de tal maneira que o sistema em malha fechada
possua as sequintes propriedades:



e Considerando w(t) =0, er(t) =0, o sistema em malha fechada deve ser interna-
mente estavel, isto €, para quaisquer condi¢oes iniciais do sistema e do compen-
sador, os estados do sistema e do compensador tendem a zero.

e A influéncia da perturbagao na saida do sistema em malha fechada y(t) tende
assintoticamente para zero. Em outras palavras, para r(t) = 0, teremos:

lim y(t) = 0.

t—o0

na presenca de qualquer distirbio w(t) que obedega a hipdtese H1.

Para definir o problema de rastreamento consideramos a seguinte hipotese:

Hipétese H2. Considere o seguinte sistema:

To(t) = /:19559(?5) (6a)
ya(t) = CoZalt) (6b)
Ta(ty) = T (6c)

Chamamos de hipétese H2 a propriedade de que, para qualquer sinal de referéncia r(¢)
que possa ser aplicado no sistema, existe 9 tal que 7(t) = yo(t) = e*'7%. Em outras
palavras, (6) é um modelo dos sinais de referéncia.

Definicao 2 : PROBLEMA DE RASTREAMENTO. Queremos projetar um
sistema de controle H(s) com a topologia da figura 4 de tal maneira que o sistema em
malha fechada possua as sequintes propriedades:

o Considerando w(t) =0 e r(t) = 0 o sistema em malha fechada deve ser interna-

mente estavel, isto €, para quaisquer condicoes iniciais do sistema e do compen-
sador, os estados do sistema e do compensador tendem a zero.

e O erro de rastreamento tende a zero na presenca da perturbacdo. FEm outras
palavras:

t]i%lo y(t) —r(t) = 0.

na presen¢a de qualquer distirbio w(t) que obedega a hipétese H1 e qualquer re-
feréncia r(t) que obedega a hipotese H2.

Observacao : Note que o rastreamento é uma generalizagao da regulacao. Fazendo-se
r(t) = 0 na defini¢ao do rastreamento, recaimos na defini¢ao de regulagao. O



3 Solucao do problema de regulacao e rastreamento

Suponha que o sinal de distirbio w(t) obedeca a hipétese H1. Sempre podemos construir
Bgq tal que o sistema auxiliar:

IQ(lf) = AQl’Q(t) + BQUQ (7&)
ya(t) = Caozq (7b)
ro(ty) = % (7c)

seja controlavel (e observével pela observacao feita logo antes da hipétese H1). Conec-
tamos o sistema aumentado no sistema (4) (com E = B) fazendo u = v + yo. Desta
forma obtemos o sistema aumentado da figura 8 cujas equagoes sao:

z(t) = Ax(t) + Bu(t) + Bya(t) + Bw(t) (8a)
) = Aqzq(t) + Baug (8b)
y(t) = Cx(t) (8¢)
Yo (t) = CQI’Q (Sd)

Uma representacao do sistema aumentado pode ser vista na figura 8.

w(t)

e Sistema

Sistema
Auxiliar

Figura 8: Sistema aumentado.

Teorema 1 Qualquer compensador de estabilizacao baseado em observador para o sis-
tema aumentado (vide figura 9), é uma solug¢ao para o problema de requlag¢ao. Em
particular, uma condicao suficiente pare existéncia de solug¢ao para o problema de reg-
ulacdo € que o sistema aumentado seja estabilizavel e detectdvel.

Prova: Escrevendo matricialmente as equacoes do sistema aumentado teremos:

2] - [ ][22 )]

& B E



w(f)

y(t) \ll

0 r(t
< Sisterna U0 [ oompersador JE0. 10
Aumentado de Estabilizagdo 4

Figura 9: Topologia do compensador de estabiliza¢do para solug¢ao do problema de requlagao.

Pela hipétese H1, sabemos que w(t) é da forma w(t) = CqZq(t) onde Zg(t) é solucao
da equagao autonoma (5). Considere a seguinte mudanga de varidveis:

Ta(t) = za(t) + Ta(t) (9)
De (8), teremos:

= Aqxq + Bouq + AqZq
= Aqzq + Boug

Por outro lado, yq = Czq = Czq — CZg. Portanto, de (8) e (9) segue-se que:

————
0

Escrevendo matricialmente as equagoes acima teremos:

EA I s (B R (Y
b3 B

j=y = [C 0}{%1 (10D)
€

Note que as equagoes (10) sao as equagoes do sistema aumentado fazendo-se w(t) = 0.
Assim, se projetarmos um compensador estabilizante, por exemplo um compensador

baseado em observador utilizando-se as técnicas do Cap 6, teremos que, na presenca do
disturbio que satisfaz H1, que lim;_, ., [ } = 0. Em particular a saida do sistema

também tende para zero, e portanto o compensador é solu¢ao do problema de regulacgao.
O
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SISTEMA AUMENTADO (w(t) = 0)

Compensador de Regulacdo

Figura 10: Projeto do compensador de estabiliza¢ao para solugdo do problema de regulagdo.

Observagao : A demonstracao do teorema 1 nos fornece o seguinte esquema de solugao
do problema de regulacao:

e Construa as matrizes A, B, C do sistema aumentado (vide equagao 10).
e Verifique se o sistema aumentado é estabilizavel e detectavel. Caso o seja, construa

um compensador de estabilizagao com a topologia da figura 10. Para isto basta
projetar F' e K tal que A+ BF e A — KC sejam estaveis.

e Mostraremos na proposicao 3 (vide apéndice) que mesmo quando E # B, o es-
quema da figura (10) ainda pode fornecer uma solugao para o problema de reg-
ulacao.

e Introduzimos o sinal de referéncia r(¢) conforme a figura 10. Na proposigao 4 (vide
apéndice) mostraremos que, sob certas condigoes, o esquema da figura 10 também
soluciona o problema de rastreamento (vide apéndice).

%

4 Construcao do Modelo Interno

Nesta secao mostraremos como determinar o modelo interno da perturbagao (5) (ou
do sinal de referéncia (6)). Trabalharemos com os componentes w;(t) do sinal de per-
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turbagao, sabendo-se que o procedimento é andlogo para a referéncia.
k .

Suponha que w;(t) = Zj:1 Aj;e’i'. Note que v; pode ser complexo, e neste caso
as exponenciais complexas devem ser combinadas em pares conjugados para formar
funcoes reais (por exemplo senoidais, para v; = i{);). Queremos construir uma equacao
diferencial linear

EM () + an €D (1) + .+ k() =0 (11)

tal que w;(t) seja solugao de (11).

Usando a teoria de sistemas lineares, mostra-se (através de propriedades de Matrizes
Wonskrianas) que a ordem da equac@o n é no minimo igual a k e que v; € raiz da equacao
caracteristica

m(s) ="+ ap 18" T+ . s =0

j=1,...,k. Assim podemos montar a equagao (11) fazendo-se n =k e:
k
n(s)=[J(s =)
j=1
e com isso determinando-se os coeficientes «,.,7 = 0,..., k — 1.

Para construcao do modelo interno em forma de estado basta transformar a equacao
(11) na equagao abaixo:

[ <@ 0 1 0 0 ¢ 0
) 0 0 1 ... 0 ¢ 0
- ST : b+ ] [ u (12a)
£n=2) 0 0 0 1 £n=2) 0
é(n—l) —Qy —01 —0Q9 —Op_1 g(nfl) 1
i i I . 1L L r]
Ai Bi
5(0)
5(1)
y = [10 ...00] : (12b)
% T |
g(n—l)
Proceda igualmente para todos os w;,7 = 1,...,p. Assim, defina:
(4, 0 - 0 B, 0 0
0 Ay, --- 0 0 By 0
| 0 0 - A 0 0 --- B,
[, 0 0
0 Cy -+ 0
Co = o : (13b)
00 - G,

12



Exemplo 4 Seja §(t) o degrau unitario. Suponha que a perturbagao é escalar e dada
por w(t) = Agd(t) + Aysen(10t + ¢1) + Agsen(20t + ). Assim

w(s) = s(s+1i10)(s —i10)(s + i20)(s — i20)
= 4+ 0s* + 5005 + 0s% + 40000s + 0

Assim:
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
Ag = | 0 0 0 1 0|, Ba=]|:
0 0 0o 0 1 0
0 —40000 0 —500 0 1

Co = [1 000 0]

A Apéndice
O seguinte resultado é deixado como exercicio:

Proposicao 2 Seja G(s) un sistema monovaridvel e assuma que projetamos um com-
pensador H(s) conectado a entrada de H(s) como mostrado na figura 1. Assuma que:

e H(s) possui pdlos mas nao possui zeros em ;<.
e O sistema em malha fechada € estavel.
o G(s) possui pdlos em ;€.

Entao H(s) € uma solu¢ao para o problema de requlagao de distirbios senoidais w(t)
na freqiéncia Q2. Mais ainda, se G(s) nao possui zeros em +jS0, entio H(s) também
soluciona o problema de rastreamento para referéncias r(t) senoidais freqiiéncia €.

O resultado seguinte nos mostra que, mesmo quando E # B, algumas condigoes
podem garantir que o compensador da figura 10 ainda fornega uma solugao para o
problema de regulacao:

Proposicao 3 Assuma que E # B. Seja (C\Q,AQ) o modelo interno da perturbacao

(que € inserida através da matriz E). Note que tal modelo interno é andlogo a equagao

(8). Seja Cq uma matriz tal que os produtos CoAq e BCq estejam bem definidos.
Defina o par (6,@) dado por

~ [ A BCy EC
C=[C 00],A=]0 Aq 0
0 0 Ag



]!ote que as matrizes CeA representam transformacoes lineares C: XBXqgBXqg — Ve
AX D XD Xg — XBXaDXg. Seja Py : X P XoBXg — Xo a projecio ca@\é@\ica definida
por Py((1,20,,70,)T) = xq,. Seja Ny o espaco ndo observdvel do par (C,A). Assuma
que PoNy = Xq e € possivel construir um compensador estabilizante para o sistema 10.

Entao o compensador da figura 10 fornece solu¢ao para o problema de regulagdo (mesmo
com E # B).

Prova: Seja w(t) um sinal de disturbio que obedece a hipétese H1. Assim existe uma
solucdo Tg,(t) da equagdo autonoma a seguir

T, (t) = Agwa, (1)
tal que R
w(t) = CaTa,(t) (14)

Seja Z = X @ Xq @ Xo. Do fato de PNy = Xy, segue-se que podemos tomar um vetor
Go = (2,28, 2d,)" em Z tal que xf,, = Tq,(to) e (o € Ny. Note agora que, da forma
bloco triangular de A, temos que Poe®® = Tq,(t). Seja ((t) = (T(t),Tq, (1), Ta,(t)) =

em{’o. Desenvolvendo a equacio ((t) = 121\{’ (t) obtemos:

T = AT + BCQfQI + EéQfQQ (15&)
To, = AoTo, (15b)
§92 = AQTQ2 (15C)

Seja z = — T, 29, = Tq, — Ta,, € 20, = Tq, — Ta,. Derivando no tempo z, zq, € 2q, €
usando (4), (14) e (15) obtemos:

z = Az+ BCgzq, + Bu (16a)

ZQl = AQZQl —|—BQUQ (16b)

(16¢)

Note que Ny é o conjunto dos estados ( € Z que sdo desacoplados da saida (vide

Cap. 3). Portanto C((t) = 0 e assim CZ(t) = 0. Em particular teremos Cz(t) =
C(z(t) +7(t)) = Cz(t). Logo
y(t) = C=(1) (16d)

Assim, as equagoes do sistema (16) nao sao afetadas pela perturbagao, isto é, coincidem
com as equagoes (10). Portanto se construirmos um compensador baseado em observador
como no esquema da figura 10, teremos que a estabilidade da malha fechada garante que
lim z(¢) — 0 e portanto a regulagao é atingida. Note que z(t) nao tende necessariamente
para zero, ja que x = z + T, e T € ker C' pode ser nao nulo. O

Note que as condicoes da proposicao anterior implicam que a resposta permanente

provocada pela perturbacao na saida pode ser cancelada pelo efeito de uma entrada
adequada.
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Proposicio 4 Seja (Co, Ag) wm modelo da da referéncia r(t) (vide (6)). Assuma
que as hipdteses da proposicao anterior sao satisfeitas para o modelo (Cq, Aq) da per-
turbagao. Defina o par (C, A) dado por

) A BCo 0
C=|coCy|A=|0 49 0
0 0 Ay

Note que as matrizes C' e A representam transformacoes lineares C : X @ Xq®Xg — Y e
AXPXoPXg — XD XD Xg. Seja Py : XPXq®Xq — Xo a projecio canodnica definida
na proposicao anterior. Seja Ny o espaco nao-observdvel do par (C,A). Assuma que
PNy = Xq. Entdo um compensador com a topologia da figura 10 € solugdo simultanea
do problema de rastreamento/requlagao.

Prova: Suponha inicialmente que r(t) = 0. Usando o resultado anterior, segue-se que
a regulagao é satisfeita em malha fechada. Pela linearidade do sistema, é suficiente
mostrar que o problema de rastreamento é solucionado quando w(t) = 0.

Para w(t) = 0 as equagoes do sistema aumentado ficam:

(t) = Az(t)+ BCqxq, + Bu(t) (
to,(t) = Aqzq,(t) + Baugl(t) (

e(t) = r(t)—y(t) (17c
= r(t) — Cx(t) (

Seja r(t) obedecendo & hipdtese H2. Assim existe uma solu¢do Tq, da equagao
autonoma

0, (1) = Aaw,(t) (18)
tal que _
T(t) = CQTQQ (t) (19)
Seja Z = X & Xq @ Xo. Do fato de PNy = Xy, segue-se que podemos tomar um vetor
Co = (2% xd, ,2,)" em Z tal que xf, = Tq,(to) € (o € Ny. Note agora que, da forma
bloco triangular de A, temos que Pyelt = Tq,(t). Seja ((t) = (T(t),Tq,(t), Ta,(t)) =
e*(y. Desenvolvendo a equacdo ((t) = A((t) obtemos:

T = A7+ BCqoTZq, (20a)
Tq, = AqTZq, (20b)
§Q2 = ZQEQQ (QOC)
De (19) e (17c), teremos: N
G(t) =Czr— CQTQQ (20d)
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Seja z = x + 7, z0, = Tq, + Ta,, € 2o, = Tq, + Tq,. Derivando no tempo z, zq, € 2q, €
usando (17), (19) e (20) obtemos:

2 = Az+ BCqzq, + Bu (21a)
2o, = AQZQl + Bqug (21b)
(21c)

Por outro lado, sabemos do fato de (; € Ny ser desacoplado da saida, que C((t) = 0.
Portanto, CZ(t) + CoTq,(t) = 0. Assim:

e(t) = r(t)—Cx(t)
ésﬁﬂz — Cux(t)
= (CE(t) + CoTa,) —C2(t)

0

Logo
e(t) = —Cz(t) (21d)

Assim, as equagoes do sistema (21) nao sao afetadas pela perturbagao, isto é, coincidem
com as equagoes (10) com w(t) = 0. Portanto se construirmos um compensador baseado
em observador da figura 10 teremos que a estabilidade da malha fechada garante que
lim z(t) — 0 e portanto a regulacdo é atingida. Note que x(t) nao tende necessariamente
para zero, ja que x = z — T, e T pode ser nao nulo. O
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Cap. 8 — Controle Otimo Linear
Quadratico

Visao Geral do Capitulo.

Neste capitulo apresentaremos o problema de Controle Otimo Linear Quadrdtico (LQR)
de forma bastante simplificada e elementar. Iniciaremos o capitulo por uma motivacao
para o estudo de tal problema e em seguida apresentaremos a defini¢ao precisa do LQR
(Linear Quadratic Regulator). A solugao do problema através da equagao algébrica de
Riccati sera brevemente discutida. Terminaremos o capitulo discutindo as diversas pro-
priedades interessantes que a realimentacao estabilizante associada a solugao da equagao
de Riccati possui. Tais propriedades fazem do LQR uma politica de determinacao de
realimentacoes estabilizantes usada em aplicagoes praticas.

Uma observacao importante a respeito das escolhas didaticas deste capitulo é dis-
cutuda a seguir! Normalmente, a equacdo de Riccati surge naturalmente através de
técnicas de cdlculo das variagoes (ou do Principio do Mdximo de Pontryagin). Tais
técnicas no entanto sao um pouco avancadas para um curso de graduagao, envolvendo
aspectos de analise funcional. Assim nos propusemos apenas a apresentar as idéias
principais do LQR de maneira elementar e adotamos uma forma simplificada para a
apresentacao da teoria, com a vantagem de que toda ela é baseada em argumentos mais
elementares (que nao envolvem andlise funcional). A desvantagem de nossa abordagem
é certamente a forma artificial que a equacao de Riccati é introduzida.

1 Apresentacao do Problema e Motivacao

Consideraremos um sistema de controle da forma:

xx(((z)fg z fox(t)—l—Bu(t) (1)

Onde o vetor de entrada u(t) € R™ e o vetor de estado z(t) € R™.

Vimos no capitulo 5 que, se o sistema for controlavel, é possivel impor polos livre-
mente através de realimentacao de estado. Se o sistema nao for controlavel, é possivel
pelo menos impor pélos na parte controlavel do sistema. Do ponto de vista das aplicacoes
praticas, a imposicao de polos pode gerar leis de controle que desperdicam energia, ja
que nenhum critério de otimizacao é acrescentado ao problema. Podemos dizer que,
determinada a realimentacao F' que impoe um certo conjunto de pdélos, a tinica carac-
teristica que podemos garantir que o sistema em malha fechada possui é o conjunto de
polos impostos. Nao ha nada que garanta que outra lei de controle em malha fechada
nao fornega o desempenho desejado, mas com uma economia de energia consideravel.

LA apresentacdo aqui adotada foi sugerida pelo Prof. Felipe Miguel Pait.



E claro também que os atuadores possuem limitacoes fisicas e que leis de controle mal
projetadas podem levar o sistema a saturagoes e, como conseqiiencia, instabilidades e
outros efeitos indesejaveis causados por estas nao linearidades. O controle 6timo linear
quadratico produz realimentacoes estabilizantes que otimizam um funcional que leva em
conta duas ponderagoes:

e A integral de uma medida quadratica do estado.
e A integral de uma medida quadratica da entrada.

Para isso definimos o seguinte problema de controle 6timo.

Problema de Controle Otimo Linear Quadratico: Dada a condigao inicial xq para
o sistema, queremos encontrar a entrada «*(-) que minimiza o funcional:

J(xo,u) = [ [T (0)Qux(t) + u” (t) Ru(t)]dt (2)

sujeito a restricao (1). Em (2), as matrizes (), R sdo simétricas, () > 0 e R > 0.

Observagao : Note que se existir uma fungao controle v*(-) que minimize o funcional
(2), estaremos gerando uma entrada que leva o sistema para a origem e ainda leva
em conta ponderagoes e compromissos entre a energia despendida pelos “esforgos” de
controle. Para que (2) seja minimizado é preciso que a norma de x(t) seja a menor
possivel através da aplicagao do menor esforgo possivel u(t). &

2 Teoria (simplificada)

Nesta secao apresentamos a teoria simplificada do regulador linear quadratico. Iniciamos
a apresentacao com as propriedades da equacao de Riccati. A prova do resultado a seguir
pode ser encontrada em bons livros textos de teoria de controle.

Lema 1 Seja a equagao (denominada equagdo de Riccati)
AP+ PA—PBR'B"P+Q =0 (3)

onde A, B sao as matrizes do sistema (1) e Q, R sao simétricas @ > 0 e R > 0. Se
o sistema for estabilizavel entdo existe uma unica solugao P simétrica definida positiva

para (3).
Exemplo 1 Para o sistema escalar
T =azr + bu

a equagao (3) é da forma
2ap + p?b’rt+q=0



— A/ 2 2,—1
e Se b # 0 entao p = 20EVACHDTT 4 Note que ha uma solugao positiva e outra

2b2r—1
negativa.

e Se b =0 entao s6 ha solugao positiva se a > 0.

e Se b =0 e a > 0nao ha solucdo positiva (esta ultima condigao é equivalente a nao

estabilizabilidade do sistema).

L]

Teorema 1 Suponha que (A, B) € estabilizdvel. Seja P a tinica solugdo positiva definida

da equagao de Riccati (3). A realimentagdo de estado:

w=—-K'z

onde K* = —R™'BTP, é uma realimentagdo estabilizante que minimiza o funcional (2)

restrito a (1).

Prova: (Esbogo.) Seja P a tunica solugao positiva definida da equacao de Riccati dada

por (3) e considere
V(z) = 2" Pu.

Entao )
V(z) = iTPzx+ 2" Pi
= (Az + Bu)T Pz + 27 P(Ax + Bu)
= 27(ATP+ PA)z +u" BT Pz + 2" PBu

Usando o fato de que P é solucao da eq. (3) teremos
V(z) = iT"(~PBR'B"P — Q)z +u"B” Pz+
+ 2"PBu+u'Ru —u"Ru

Note que
(R'BTPx +u)TR(R'BTPzx +u) =
w' BT Py + 2" PBu+ 2" PBR™'BPz" + v Ru

Integrando em [0, 7] vamos obter

V(2(T)) — V(z(0)) = — [ (27 Qa + u” Ru)dt+
T fOT(R—lBTPx +uw)TR(R™'BT Pz + u)dt

Da tultima equagao :

V(z(T)) + /0 (2" Qz + u" Ru))dt = V(x0) + ||R"1B" Pz + uHZ2

(4)

(5)

Para minimizar o lado direito da equagao (5) para um z, fixado é necessério e suficiente

que
uw'=—R'B"Px = —K*z.

(6)



Para mostrar que o controle 6timo é uma realimentacao estabilizante (pelo menos
para ) > 0), observe que, aplicando-se u* teremos

/0 (27 Qx + uT Ruldt = —V (2(T)) + V(zo) < V(x0)

Passando ao limite 7' +— oo para que a integral imprépria do lado esquerdo seja limi-
tada, é preciso que limy . ||2(t)||7) = 0, mostrando a estabilidade do sistema em malha
fechada com o controle estabilizante.

Para mostrar que
u=—-K'z

minimiza o funcional (2) restrito a (1) basta usarmos a convergéncia exponencial de z(t)
para u = u*. O

Observacgao : Vantagens do controle 6timo:
e Robustez : Margem de ganho = [1/2,00) e Margem de fase 7/3 radianos.

e Permite a geracao de realimentacoes de estado estabilizantes que levam em conta
o “custo do controle”.

e Permitem uma certa agao “controlada” sobre os pélos de malha fechada. Para isso
é preciso entender os principios de escolha das matrizes de ponderagao @) e R do
teorema 2.

e Algoritimos de solugao da equagao de Riccati numericamente estaveis e implemen-
tados no MATLAB sao disponiveis.

O

Teorema 2 Suponha que o sistema possui apenas uma entrada e denote a matriz de
ponderacao do controle porr (escalar). Entao valem as sequintes propriedades assintdticas
para os autovalores do sistema em malha fechada com a realimentac¢do otima:

e Seja a+ jb € C, onde a > 0. Chama-se de reflexo estdvel o complero —a + 7b.
Quando r — oo (alto custo do controle) os pélos da malha fechada tendem para
0s polos estdveis da malha aberta e para os reflexos estdveis dos polos instdveis da
malha aberta.

o Seja Q = c’c, onde ¢ é um vetor linha. Suponha que a funcdo de transferéncia do
sistema (1) com saida y = cx tenha n pdlos e p zeros. Assuma que py zeros estao
no semi-plano esquerdo e ps no direito. Quando r — 0, teremos que n — p polos



de malha fechada tendem para infinito numa configuracao “Butterworth”, p; polos
tendem para os zeros “estaveis” e py polos tendem para o reflexo estavel dos zeros
estaveis.

Observagao : Para calcularmos uma inje¢ao da saida K estabilizante (ganho de um
observador) podemos proceder da seguinte maneira:

e Determinamos o sistema dual A; = AT e B; = C7.

e Para uma escolha adequada de @), R determinamos uma realimentagao de estados
6tima F; de maneira que A; + B1F; tenha diversas propriedades desejaveis.

e Fazemos K = —FT.

3 Exemplo

Considere o sistema mecanico sem atrito da figura 1 cujas equagoes sao :
mq + kq = u(t)

onde k =1 N/m e m é a massa em Kg. Seja r1 = q e x5 = ¢. Escrevendo as equagoes
na forma de estado obtemos:

©(t) = Ax(t) + Bu(t)

onde

onde w = /£,
m

Calculando a solugao P = ( Pu Pr2 para
D12 P22

10
a=(40)
o= L2041/ T - 1) @
R —p—l—pw\/zl—l—l/p ®
o= L2+ -1) §)

5

e R = p > 0, vamos obter :




Figura 1: Sistema mecanico massa-mola sem atrito (k=1, m=1).

Obtemos ainda o controle 6timo u* = —(k; k2)x onde
ki = 1+1/p—1
1
ky = ;\/2(\/1 +1/p—1)

Os autovalores de malha fechada sdo :

Aia= —g\/2(\/1 T i/p—1) ijg\/%h - 1) 44
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Figura 2: Autovalores de A+ BK em fung¢do de p. Note que quando p — oo, entao os
pdlos tendem para os pdlos de malha aberta (+jw). Quando p — 0 entao os pdlos tendem
para infinito na configuracdo Butterworth de sequnda ordem. A parte real € a abscissa e a
imagindria é a ordenada.
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Figura 3: Ganhos ki (linha cheia) e ko (linha tracejada) em funcgdao de p.



