
Cap. 3 - Observabilidade e desacoplamento
da Sáıda

Visão geral do caṕıtulo

No caṕıtulo 2 mostramos que a controlabilidade está relacionada com o menor subes-
paço A-invariante que contém a imagem de B. Mostramos que um sistema pode ser
decomposto em uma parte controlável e uma outra parte “desligada da entrada”.

Neste caṕıtulo trabalharemos com os conceitos de desacoplamento da sáıda e de
observabilidade. O primeiro é a propriedade de uma condição inicial provocar uma
sáıda nula para um sistema sem entrada. O segundo é a capacidade de deduzirmos o
estado de um sistema a partir da informação de sua sáıda e da entrada aplicada.

Mostraremos que a observabilidade e o desacoplamento da sáıda estão diretamente
relacionados ao maior subespaço A-invariante contido em ker C, que chamaremos de N0,
ou ainda de subespaço não-observável.

Mostraremos que N0 é o núcleo de uma matriz denominada matriz de observabi-
lidade. Mostraremos que um sistema é observável se e somente se N0 é o subespaço
nulo. Obteremos uma decomposição do sistema em uma parte observável e uma parte
não-observável, esta última sendo completamente desconectada da sáıda. Ressaltamos
que tais propriedades são duais das obtidas no caṕıtulo 2.

1 Desacoplamento da sáıda

Nesta seção definiremos a propriedade de desacoplamento da sáıda, que é uma pro-
priedade “estado→sáıda” (dual da controlabilidade).

Seja o sistema (sem entrada)

ẋ(t) = Ax(t) (1a)

y(t) = Cx(t) (1b)

x(t0) = x0, t ≤ t0 (1c)

onde A : X → X e C : X → Y , são transformações lineares, X , e Y são espaços vetoriais
de dimensão n e l, respectivamente.

Definição 1 Dizemos que um estado x0, onde x0 ∈ X , é desacoplado da sáıda para o
sistema (1), se x(t0) = x0 implicar em y(t) = Cx(t) = 0 para todo t ≥ t0. O conjunto
dos estados x0 desacoplados da sáıda será denotado por N0.
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Teorema 1 O subespaço dos estados desacoplados da sáıda é dado por N0 tal que:

N0 = kerO = ker




C
CA
...

CAn−1


 (2)

Para mostrar o teorema 1 precisamos do seguinte lema:

Lema 1 O subespaço vetorial kerO é A-invariante.

Prova: Seja v ∈ kerO. Vamos mostrar que Av ∈ kerO ou seja que OAv = 0. De fato,
para isto note que:

OAv =




CA
CA2

...
CAn


 v

Mas do fato de Ov = 0 segue-se que CAkv = 0, k = 0, . . . , n−1. Lembremos do caṕıtulo
2 que, pelo teorema de Cayley-Hamilton, An =

∑n−1
i=0 aiA

i, onde ai são os coeficientes
do polinômio caracteŕıstico de A. Portanto CAnv = C

∑n−1
i=0 aiA

iv =
∑n−1

i=0 aiCAiv = 0.
2

Prova: (do teorema 1) Seja x0 um estado desacoplado da sáıda. Então pela definição 1
teremos :

CeA(t−t0)x0 = 0, ∀t ≥ t0

e portanto derivando a equação acima sucessivas vezes, tem-se

dk

dtk
(CeA(t−t0)x0) = CAkeA(t−t0)x0 = 0, ∀t ≥ t0.

em particular, para t = t0, segue-se que

CAkx0 = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1

e assim x0 ∈ kerO.
Para mostrar que todo estado de kerO é desacoplado da sáıda, suponha x0 ∈ kerO

e tome uma base em que os primeiros k vetores formam uma base de kerO. Nesta base,
como kerO é A-invariante e kerO ⊂ ker C (mostrar), segue-se que o sistema se reescreve
como:

[
ż1

ż2

]
=

[
A11 A12

0 A22

] [
z1

z2

]
(3a)

y =
[

0 C2

] [
z1

z2

]
(3b)
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A forma da matriz Ã em (3a) se deve a A-invariância de kerO. Por outro lado a forma
da matriz C̃ em (3b) se deve ao fato de kerO ⊂ ker C.

Note que x0, quando escrito na nova base, toma a forma x0 =

[
z1

z2

]
, onde x0 ∈ kerO

se e somente se z2 = 0. Note que, de (3a), a dinâmica de z2 é dada por

z2(t) = A22z
2.

Logo com a condição inicial x0 ∈ kerO, teremos que z2(t) ≡ 0. De (3b), segue-se que
y(t) é identicamente nulo. Portanto, x0 é desacoplado da sáıda. 2

2 Observabilidade

Seja o sistema

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (4a)

y(t) = Cx(t) (4b)

x(t0) = x0, t ≤ t0 (4c)

Nesta seção introduziremos o conceito de observabilidade para sistemas na forma (4).
Veremos que a observabilidade é a propriedade de poder deduzir o estado de um sistema a
partir do conhecimento da entrada aplicada u(·) e a sáıda obtida y(·) deste sistema. Fica
impĺıcito nesta definição que também conhecemos perfeitamente o sistema em termos
de suas matrizes (C, A, B) da equação (4).

Definição 2 Dizemos que um sistema na forma (4) é observável se o estado inicial x(t0)
puder ser determinado a partir do conhecimento de u(t) e y(t) no intervalo [t0, t0 + T ].

Observação :
(i) Se x0 é conhecido então x(t) pode ser determinado através da equação (6) do cap.2.
Assim a definição acima poderia ser mudada para
Dizemos que um sistema na forma (4) é observável se o estado inicial x(t) no intervalo
[t0, T + t0] puder ser determinado a partir do conhecimento de u(t) e y(t) no mesmo
intervalo.
(ii) Como mostraremos que a observabilidade é uma propriedade que depende apenas
de A e C, dizemos apenas que o par (C, A) é (ou não) observável ao invés de dizermos
que o sistema é (ou não) observável.
(iii) Pela invariância no tempo, não há perda de generalidade em considerar t0 = 0. ♦

Teorema 2 Seja N0 = kerO. O par (C, A) é observável se e somente se N0 = {0}
(espaço nulo).
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Lema 2 Dado o sistema (C,A) dado por (4), considere o sistema dual

ẋ = A1x + B1u

onde A1 = A′ e B1 = C ′. Então o posto da matriz de controlabilidade de (A1, B1) é
igual a dimensão do espaço de estados se e somente se kerO = {0}, onde O a matriz
de observabilidade constrúıda a partir de (C,A) (vide (2)).

Prova: Basta notar que a transposta da matriz de controlabilidade de (A1, B1) é a
matriz

C ′1 =




B′
1

B′
1A

′
1

...
B′

1(A
′
1)

n−1


 =




C
CA
...

CAn−1


 = O

portanto o posto de C1 é pleno de linha se e somente se o posto de O for pleno de coluna,
isto é, se e somente se kerO = {0}. 2

Prova: (do teorema 2) Provemos inicialmente que N0 = {0} implica em (C,A) ob-
servável. Considere a matriz

V (T ) =

∫ T

0

etA′C ′CetAdt. (5)

A matriz V (T ) é denominada Grammiano de Observabilidade. Note que V (T ) coincide
com o grammiano de controlabilidade do sistema dual (A1, B1). Pelo lema 2 e o lema 1
do Cap. 2, segue-se que V (T ) é uma matriz simétrica positiva definida , sendo portanto
invert́ıvel.

Por outro lado teremos:

y(t) = CeAtx0 + C

∫ t

0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ (6)

portanto, multiplicando ambos os lados de (6) por etA′C ′, integrando no intervalo [0, T ]
e isolando o termo dependente de x0 do lado direito, teremos:

{∫ T

0

etA′C ′CetAdt

}
x0 =

∫ T

0

etA′C ′
{

y(t)− C

∫ t

0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ

}
dt (7a)

= ω (y(·), u(·), A, B, C) (7b)

Note que para conhecermos ω (y(·), u(·), A, B, C) e V (T ) é preciso conhecer o sistema
(A,B, C) e também sua entrada e sua sáıda num intervalo [0, T ]. Multiplicando-se a
equação (7b) em ambos os lados por V (T )−1 obtemos:

x0 = V (T )−1ω (y(·), u(·), A, B, C)

mostrando que N0 = {0} implica em que o sistema seja observável.
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Mostremos agora que o sistema ser observável implica em N0 = {0}. Para isso
suponha por absurdo que existe x̄ 6= 0 tal que x̄ ∈ N0. Assim existem x1

0 e x2
0 distintos

e tais que x1
0− x2

0 = x̄ ∈ N0. Considere agora as soluções de x1(t) e x2(t) de (4) obtidas
respectivamente a partir das condições iniciais x(0) = x1

0 e x(0) = x2
0 a partir da mesma

entrada u(·) aplicada. Segue-se que

y1(t)− y2(t) = C(x1(t)− x2(t))

=

[
CeAtx1

0 + C

∫ t

0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ

]
−

[
CeAtx2

0 + C

∫ t

0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ

]

= CeAtx1
0 − CeAtx2

0

= CeAt
(
x1

0 − x1
0

)

= CeAtx̄

= 0.

Note que a última igualdade da seqüência de equações acima é decorrente do fato de x̄
ser desacoplado da sáıda e portanto CeAtx̄ é identicamente nulo.

Do racioćınio acima, conclúımos que os estados x1
0 e x2

0 são indistingúıveis, pois
sáıdas idênticas são obtidas a partir destas condições iniciais através da aplicação de
uma mesma entrada. É imposśıvel decidir, a partir do conhecimento da sáıda e da
entrada, se a condição inicial adotada foi x1

0 ou x2
0. Portanto, se N0 6= {0}, o sistema

não é observável.
2

Observação : Pode-se mostrar que N0 =
⋂n−1

i=0 ker CAi e que N0 é o maior A-invariante
contido em ker C. Em outras palavras, se V é um subespaço A-invariante e V ⊂ ker C
então V ⊂ N0 (mostre). Na teoria de sistemas é usual denominar N0 de subespaço
não-observável e denotá-lo por 〈ker C|A〉. ♦

O seguinte resultado pode ser demonstrado:

Corolário 1 As seguintes afirmativas são equivalentes:
(i) (C,A) é observável.
(ii) A matriz de observabilidade

O =




C
CA
...

CAn−1




possui posto n = dimX , pleno de coluna.
(ii) N0 = kerO = {0}.
(iv) A matriz de observabilidade O tem colunas independentes, ou equivalentemente, a
transformação linear O é injetiva.
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