Cap. 3 - Observabilidade e desacoplamento
da Saida

Visao geral do capitulo

No capitulo 2 mostramos que a controlabilidade estd relacionada com o menor subes-
paco A-invariante que contém a imagem de B. Mostramos que um sistema pode ser
decomposto em uma parte controlavel e uma outra parte “desligada da entrada”.

Neste capitulo trabalharemos com os conceitos de desacoplamento da saida e de
observabilidade. O primeiro é a propriedade de uma condigao inicial provocar uma
saida nula para um sistema sem entrada. O segundo ¢ a capacidade de deduzirmos o
estado de um sistema a partir da informacao de sua saida e da entrada aplicada.

Mostraremos que a observabilidade e o desacoplamento da saida estao diretamente
relacionados ao maior subespaco A-invariante contido em ker C', que chamaremos de Nj,
ou ainda de subespaco nao-observdvel.

Mostraremos que Ny é o nicleo de uma matriz denominada matriz de observabi-
lidade. Mostraremos que um sistema é observével se e somente se N é o subespaco
nulo. Obteremos uma decomposicao do sistema em uma parte observdvel e uma parte
nao-observavel, esta iltima sendo completamente desconectada da saida. Ressaltamos
que tais propriedades sao duais das obtidas no capitulo 2.

1 Desacoplamento da saida

Nesta secao definiremos a propriedade de desacoplamento da saida, que é uma pro-
priedade “estado—saida” (dual da controlabilidade).
Seja o sistema (sem entrada)

o(t) = Ax(t) (1a)
y(t) = Ca(t) (1b)
x(tg) = xo, t <tp (1c)

onde A: X - Xe(C:X — ), sao transformacoes lineares, X, e ) sao espacos vetoriais
de dimensao n e [, respectivamente.

Definicao 1 Dizemos que um estado xg, onde xo € X, € desacoplado da saida para o
sistema (1), se x(ty) = x¢ implicar em y(t) = Cz(t) = 0 para todo t > ty. O conjunto
dos estados xg desacoplados da saida serd denotado por Ny.



Teorema 1 O subespaco dos estados desacoplados da saida € dado por Ny tal que:

C

CA
Ny = ker O = ker , (2)

CAn—l
Para mostrar o teorema 1 precisamos do seguinte lema:

Lema 1 O subespaco vetorial ker O é A-invariante.

Prova: Seja v € ker O. Vamos mostrar que Av € ker O ou seja que OAv = 0. De fato,
para isto note que:

CA
CA?
OAv = ) v
CA"
Mas do fato de Ov = 0 segue-se que CA*v =0,k =0,...,n—1. Lembremos do capitulo
2 que, pelo teorema de Cayley-Hamilton, A" = Y """/ L AZ onde a; sao os coeficientes

do polinémio caracteristico de A. Portanto CA™v = C’ S aiAle =3 a,C Al = 0.
(]

Prova: (do teorema 1) Seja xy um estado desacoplado da saida. Entao pela defini¢ao 1
teremos :

CCA(t_tO)l'O = 0, Vit Z to

e portanto derivando a equacao acima sucessivas vezes, tem-se

d*

Atk — (CeAtt) gy = CARAE ) 1) = 0, VE > ¢,

em particular, para t = tj, segue-se que
CA*2y =0, k=0,1,....,n—1

e assim xg € ker O.

Para mostrar que todo estado de ker O é desacoplado da saida, suponha zy € ker O
e tome uma base em que os primeiros k vetores formam uma base de ker O. Nesta base,
como ker O é A-invariante e ker O C ker C' (mostrar), segue-se que o sistema se reescreve

comao:.:
P A A 21
=[] E] @

v = [0 cl|%] (3b)



A forma da matriz A em (3a) se deve a A-invariancia de ker O. Por outro lado a forma

da matriz C' em (3b) se deve ao fato de ker O C ker C.
1

. z
Note que xy, quando escrito na nova base, toma a forma xy = [ .2 } ,onde xg € ker O

se e somente se 22 = 0. Note que, de (3a), a dinamica de z? é dada por
ZQ(t) = A2222.

Logo com a condigao inicial zy € ker O, teremos que 2%(t) = 0. De (3b), segue-se que
y(t) é identicamente nulo. Portanto, zo é desacoplado da saida. O

2 Observabilidade

Seja o sistema

#(t) = Ax(t)+ Bu(t) (4a)
y(t) = Cult) (4b)
l’(to) = l’o,této (4(3)

Nesta segao introduziremos o conceito de observabilidade para sistemas na forma (4).
Veremos que a observabilidade ¢é a propriedade de poder deduzir o estado de um sistema a
partir do conhecimento da entrada aplicada u(-) e a saida obtida y(-) deste sistema. Fica
implicito nesta definicao que também conhecemos perfeitamente o sistema em termos
de suas matrizes (C, A, B) da equagcao (4).

Defini¢ao 2 Dizemos que um sistema na forma (4) € observdvel se o estado inicial x(tg)
puder ser determinado a partir do conhecimento de u(t) e y(t) no intervalo [to,to + T).

Observacgao :

(i) Se z é conhecido entao x(t) pode ser determinado através da equagao (6) do cap.2.
Assim a definicao acima poderia ser mudada para

Dizemos que um sistema na forma (4) € observdvel se o estado inicial x(t) no intervalo
[to, T+ to] puder ser determinado a partir do conhecimento de u(t) e y(t) no mesmo
intervalo.

(ii) Como mostraremos que a observabilidade é uma propriedade que depende apenas
de A e C, dizemos apenas que o par (C, A) é (ou nao) observavel ao invés de dizermos
que o sistema é (ou nao) observavel.

(iii) Pela invariancia no tempo, ndo ha perda de generalidade em considerar to = 0.

Teorema 2 Seja Ny = ker O. O par (C, A) € observdvel se e somente se Ny = {0}
(espago nulo).



Lema 2 Dado o sistema (C, A) dado por (4), considere o sistema dual
T = AlfL’ + Blu

onde Ay = A" e By = C'. Entdo o posto da matriz de controlabilidade de (Ay, By) é
igual a dimensdao do espaco de estados se e somente se ker O = {0}, onde O a matriz
de observabilidade construida a partir de (C, A) (vide (2)).

Prova: Basta notar que a transposta da matriz de controlabilidade de (A;, B;) é a
matriz

B, C
BA, cA
Ci - . = . —
Byt || can

portanto o posto de C; é pleno de linha se e somente se o posto de O for pleno de coluna,
isto ¢, se e somente se ker O = {0}. O

Prova: (do teorema 2) Provemos inicialmente que Ny = {0} implica em (C, A) ob-
servavel. Considere a matriz

T
Wﬂ:AJWMMﬁ (5)

A matriz V(7T) é denominada Grammiano de Observabilidade. Note que V(T") coincide
com o grammiano de controlabilidade do sistema dual (A;, By). Pelo lema 2 e o lema 1
do Cap. 2, segue-se que V(7T') é uma matriz simétrica positiva definida , sendo portanto
invertivel.

Por outro lado teremos:

t
y(t) = CeMay + C/ A=) Bu(r)dr (6)
0

portanto, multiplicando ambos os lados de (6) por ¢4'C’, integrando no intervalo [0, T]
e isolando o termo dependente de xy do lado direito, teremos:

[ exocaats, = [l -c [ punarta
' () u()ABC) (7h)

Note que para conhecermos w (y(-),u(-), A, B,C) e V(T') é preciso conhecer o sistema
(A, B,C) e também sua entrada e sua saida num intervalo [0,7]. Multiplicando-se a
equagao (7b) em ambos os lados por V(T')~! obtemos:

To = V(T)_lw (y()a u()’ A, B, C)

mostrando que Ny = {0} implica em que o sistema seja observavel.
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Mostremos agora que o sistema ser observével implica em Ny = {0}. Para isso
suponha por absurdo que existe T # 0 tal que T € Ny. Assim existem z} e 23 distintos
e tais que z — z% = 7 € Nj. Considere agora as solugoes de 1 (t) e o(t) de (4) obtidas
respectivamente a partir das condigoes iniciais z(0) = z{ e z(0) = x3 a partir da mesma
entrada u(-) aplicada. Segue-se que

yi(t) —a(t) = Claa(t) — za(t))
= {CeAt 1+C/ AU=T) Bu(r)d } {C’eAtxgvtC’/ AU=T) By (1 )df}

— CveAt 1 CeAt 2
Cet (950 — )
= Ce''z

= 0.

Note que a tultima igualdade da seqiiéncia de equagoes acima é decorrente do fato de &
ser desacoplado da saida e portanto Ce4*z é identicamente nulo.

Do raciocinio acima, concluimos que os estados x e 22 sdo indistinguiveis, pois
saidas ideénticas sao obtidas a partir destas condigoes iniciais através da aplicacao de
uma mesma entrada. E impossivel decidir, a partir do conhecimento da saida e da
entrada, se a condigao inicial adotada foi ¥} ou x3. Portanto, se Ny # {0}, o sistema
nao é observavel.

O

Observagio : Pode-se mostrar que Ny = ()1, ker CA’ e que Ay é 0 maior A-invariante
contido em ker C. Em outras palavras, se V é um subespago A-invariante e V C ker C'
entdo V C Nj (mostre). Na teoria de sistemas é usual denominar Ny de subespago
nao-observavel e denoté-lo por (ker C|A). &

O seguinte resultado pode ser demonstrado:

Corolario 1 As sequintes afirmativas sao equivalentes:
(i) (C, A) € observdvel.
(i) A matriz de observabilidade

CA

cAm

possui posto n = dim X', pleno de coluna.

(11) No = ker O = {0}.

(iv) A matriz de observabilidade O tem colunas independentes, ou equivalentemente, a
transformacao linear O ¢é injetiva.



(v) O sistema dual (A',C") é controldvel.

(vi) A matriz [sI — A C] possui posto n = dim X para todo s € o(A) (para todo s € C).
(vii) ker [s] — Al Nker C' = {0} para todo s € o(A) ( para todo s € C).

(viti ) A matriz A ndo possui autovetores contidos no kerC' (critério de Hautus). Em
outras palavras, se h € autovetor de A entdo Ch # 0.

Observagao : Do que foi visto acima, se um sistema nio for observéavel, podemos
sempre escrever as matrizes do sistema em uma nova base de X' em que os primeiros k
vetores formem uma base de Ny. Nesta base, devido ao fato de Ny ser A-invariante e
No C ker C, segue-se que o sistema (4) toma a forma:

BRI AR "
[0 G [ ;(ti ] (8b)

A equacio (8) sugere a seguinte decomposicdo do sistema em partes observivel e ndo-
observavel:

If

y

(Parte ndo-observéavel)  2'(t) = Aj2'(t) + A122%(t) + Byu(t)

2 (t) = 2(t) + Bau(t

(Parte observavel) #() A22§ (8) + Bou(t)

y = Ca2*()

Note que a saida é completamente desconectada da parte nao-observivel. Note que
Ay, Aqz, By sao componentes da parte nao observavel e Oy, Ay, By é denominado sub-
sistema observavel. A matriz A;; representa um acoplamento entre a parte observéivel
e a parte nao-observavel. ¢

A figura abaixo representa esquematicamente o contetido da tltima observagio:

(






