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Desafios do Capitulo 2

@ Dois desafios serao resolvidos.

@ O primeiro desafio € controlar totalmente um sistema mecanico
flexivel. Queremos leva-lo de um ponto de equilibrio para outro
através de uma entrada adequada. Este desafio esta relacionado
a controlabilidade.

@ O segundo desafio é controlar parcialmente um sistema
mecanico. Queremos controlar o centro de massa de um sistema
mecanico flexivel sem fazé-lo vibrar. Este desafio esta
relacionado ao controle da parte controlavel de um sistema.

@ A teoria permitira a solugao destes desafios.
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IS
Objetivos teoricos do Capitulo 2

@ Veremos que controlabilidade € uma propriedade
entrada—estado, sendo portanto dependente somente das
matrizes (A, B) da representagao de estado. Se um sistema é
controlavel, todos os estados sao alcancaveis a partir de qualquer
condigao inicial pela aplicagao de uma entrada adequada.
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Objetivos teoricos do Capitulo 2

Veremos que controlabilidade € uma propriedade
entrada—estado, sendo portanto dependente somente das
matrizes (A, B) da representagao de estado. Se um sistema é
controlavel, todos os estados sao alcancaveis a partir de qualquer
condigao inicial pela aplicagao de uma entrada adequada.

Fica implicito na teoria dada no capitulo que, se um estado é
alcancgavel a partir da origem num tempo Ty, onde T; > 0, entao
tal estado é alcangavel num tempo T, positivo qualquer.

Veremos que um sistema é controlavel se e somente se o posto
da matriz de controlabilidade é igual a dimensao do estado.
Mesmo quando o sistema nao for controlavel, o conjunto dos
estados alcancgaveis a partir da origem coincide com a imagem da
matriz de controlabilidade.

Neste caso (ndo controlabilidade) o sistema pode ser decomposto
em partes controlavel e nao controlavel.
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DESAFIO 1 DO CAPITULO

K U,

l? l_c

KX

Figura: Sistema mecénico considerado neste capitulo.
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@ A mola é ideal, tem comprimento nulo em repouso (x; = Xo)
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@ A mola é ideal, tem comprimento nulo em repouso (x; = Xo)
@ uy(t), us(t) sdo entradas (forgas de controle).
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@ A mola é ideal, tem comprimento nulo em repouso (x; = x2)
@ uy(t), us(t) sdo entradas (forgas de controle).

@ wq(t) e wy(t) sdo nulas (perturbagoes).

@ As massas sao idénticas e iguais a M.

@ posicoes dadas por x1(t) e xo(t).

@ A constante da mola é K.
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Mostre que

Mxy + K(X1 — Xg) = U+ W (13)
M)"(2+K(X2—X1) = U+ Wo (1b)
(1o)
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PRIMEIRO DESAFIO: Aplicar forgas u4(t) e uo(t) no sistema
mecanico de modo a levar o sistema de x;(0) = x2(0) = xp com
velocidades iniciais nulas (repouso com mola no equilibrio) até
x1(T) = x2(0) = x; com velocidades finais nulas (repouso com mola
no equilibrio). E possivel resolver este problema aplicando forca sé

em uq(t)?
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L
RECORDAR E VIVER

SISTEMA LINEAR

x(t) = Ax(t)+ Bu(t) (2a)
y(t) = Cx(t)+ Du(t) (2b)
x(th) = X0, <1l (2¢)
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A XX, B:U—-X,C:X—=Y,D:U—Ysao
transformagoes lineares,
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A XX, B:U—-X,C:X—=Y,D:U—Ysao
transformacdes lineares,

@ X, U e Y sao espacgos vetoriais de dimensao n, m, |,
respectivamente.
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A XX, B:U—-X,C:X—=Y,D:U—Ysao
transformacdes lineares,

@ X, U e Y sao espacgos vetoriais de dimensao n, m, |,
respectivamente.

@ O espaco vetorial X é chamado espago de estados (x(t) € o vetor
de estado no instante t),

@ ) € o0 espago de saidas (y(t) é o vetor de saidas no instante ¢) e
@ U é o espaco das entradas (u(t) € o vetor de entradas no instante

t).
x(t) (x1(8), ..., Xn(t))’
u(t) = (ur(t),...,um(t))
y(t) 210NN 7(3)
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NN
SISTEMA AUTONOMO (SEM ENTRADA)
x(t) = Ax(1) (3a)
x(h) = X, t>10 (3b)

@ Considere, sem perda de generalidade que f; = 0. Sabemos que
a (unica) solugao do sistema acima para x(0) = xo € dada por

x(t) = elxg
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NN
SISTEMA AUTONOMO (SEM ENTRADA)
x(t) = Ax(1) (3a)
x(th) = X, t>10 (3b)

@ Considere, sem perda de generalidade que f; = 0. Sabemos que
a (unica) solugao do sistema acima para x(0) = xo € dada por

x(t) = elxg

@ A matriz e*' é chamada de exponencial da matriz A e definida
pela série absolutamente convergente :

M= G |+ At+ A2 /2! + A3 /31 + . ..
keN k!
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Proposicao

As seguintes afirmativas sdo verdadeiras para toda transformagao
linear A: X — X, para todos 0s x, xq,Xo € X e para todos 0s
L, e R:

(i) Z(e*) = At

(i) eMtitl)x — eAligAly

( iii) eAt(X1 == Xg) = eAtX1 a4 eAt2X2.

(iv) Se AB = BA entdo eA+B)t — gAtghBt — gBIgA

(v) L () = (sI— A)~" (onde L(f(t)) é a transformada de Laplace de
f(t)).

(vi) e¥'t = (eM) (a exponencial da transposta é a transposta da
exponencial).
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RESPOSTA LIVRE, FORCADA E COMPLETA

@ Seja o sistema

x(t) = Ax(t)+ Bu(t) (4a)
y(t) = Cx(t)+ Du(t) (4b)
x(th) = X, t<t (4¢)
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RESPOSTA LIVRE, FORCADA E COMPLETA

@ Seja o sistema

x(t) = Ax(t)+ Bu(t) (4a)
y(t) = Cx(t)+ Du(t) (4b)
x(h) = X, t<h (4¢)

@ A resposta completa do sistem é dada por:
t
x(t) = eMxp+ / e Bu(t — 7)dr (5a)
0

t
= eMxo+ / =" Bu(r)dr (5b)
0
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@ MATRIZ DE TRANSFERENCIA

PEREIRA DA SILVA (USP) Controlabilidade PTC 5413 13/26



@ MATRIZ DE TRANSFERENCIA
@ SIGNIFICADO DA MATRIZ DE TRANSFERENCIA
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@ MATRIZ DE TRANSFERENCIA
@ SIGNIFICADO DA MATRIZ DE TRANSFERENCIA
@ LOUSA!
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Definicao de Controlabilidade

Sejam A: X — X, B: U — X transformacgées lineares onde
dimX = ne dimi/ = m. Considere o sistema

x(t) = Ax(t)+ Bu(t) (6a)
x(to) X0, t < [y (6b)

Definicao

No sistema (6) dizemos que x; é alcangavel num tempo T a partir da
origem (ou simplesmente alcangavel) se existir uma entrada

u: [ty, T] — U admissivel, tal que a solugdo da equacgéo (6), com
x(fo) = xo, obedeca a x(T) = x1. Um sistema é controlavel se todo x;
for alcancavel a partir de todo xg.
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PARA UM SISTEMA CONTROLAVEL, EXISTE UMA ENTRADA QUE
LEVA O SISTEMA DE UMA CONDIGAO INICIAL (QUALQUER) PARA
UMA CONDICAO FINAL DESEJADA (QUALQUER)
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Critério de Controlabilidade

Seja a matriz
c= [BAB A”*‘B}

(matriz de controlabilidade).

Teorema

Um sistema linear é controlavel se e somente se o posto de C for igual
an=dmAX.
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Seja T > 0 fixado. Definimos o Grammiano de controlabilidade V(T)
dada por:

.
V(T) = / BB e dt (7)
0

Teremos que V/(T) assim definida € uma matriz n x n (mostre).
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Definicao

Seja T > 0 fixado. Definimos o Grammiano de controlabilidade V(T)
dada por:

.
wn:/eWW#w (7)
0

Teremos que V/(T) assim definida € uma matriz n x n (mostre).

Teorema

Assuma que o posto da matriz de controlabilidade é igual a n = dim X..
Entdo V(T) é invertivel e a entrada:

u(t) = —B'elT-04V(T) " (e™xy — x1)

leva o sistema de x(0) = xg até x(T) = x.
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SOLUCAO DO PRIMEIRO DESAFIO (PARTE DO
TRABALHO 1)

@ Lembre das equagdes do sistema mecanico:

Mxi + K(xy — Xx2) = U1+ wy
Mxo + K(x2 — x1) = U2+ we
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SOLUCAO DO PRIMEIRO DESAFIO (PARTE DO
TRABALHO 1)

@ Lembre das equagdes do sistema mecanico:
Mxq + K(X1 — X2) = U +w
Mj.(2+K(X2*X1) = U+ Wo

@ Adotaremos M =1 Kge K =1 N/m.
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SOLUCAO DO PRIMEIRO DESAFIO (PARTE DO
TRABALHO 1)

@ Lembre das equagdes do sistema mecanico:

Mxi + K(xy — Xx2) = U1+ wy
Mxo + K(x2 — x1) = U2+ we

@ Adotaremos M =1 Kge K =1 N/m.

@ Convertendo as equagdes do sistema mecanico para forma de
estado teremos:

X = Ax+ Bu
y = Cx+Du
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SOLUCAO DO PRIMEIRO DESAFIO (PARTE DO
TRABALHO 1)

o 1 0 o0 0 0 X4
| -k/M 0 K/M 0 1m0 | x
A= o o o 1] B=| 0o o =1 x
K/M 0 —K/M 0 0 1/M P
100 0 00
C_[oo1o} D‘[o o]
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SOLUCAO DO PRIMEIRO DESAFIO (PARTE DO
TRABALHO 1)
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SOLUCAO DO PRIMEIRO DESAFIO (PARTE DO
TRABALHO 1)

° -
X10
o 0
0 — X10
0
o -
X1,
o — 0
f X2,
0
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SOLUCAO DO PRIMEIRO DESAFIO (PARTE DO
TRABALHO 1)

° —
X10
o 0
0 — X10
| 0

o -
X1f
o — 0
f X2f
| O

o

u(t) = —B'elT-94V(T) " (eMxy — x1)
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ENUNCIADO FORMAL DO PRIMEIRO DESAFIO:

(a) Simule no MATLAB o controle projetado para levar o sistema de
uma posi¢éo de equilibrio x, € R* em t=0 (velocidades nulas) até
outra posicao de equilibrio x; € R* para t = T;.

(b) Repita a simulagao anterior para condigées iniciais e finais nao
nulas das velocidades.

(c) Para todas as simulag6es, mostre os resultados pedidos no
intervalo [0,37¢/2], aplicando entrada nula para t > T;. Fornega os
graficos de xq (), xo(t), uq1(t), us(t) e de ¢(t) = ||xr — x(1)||-

(d) Comente os resultados encontrados em cada simulacgao.
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MATLAB !

FUNK DO CONTROLE (RUIM PACA)
https://www.youtube.com/watch?v=JqfTfccNVgI
COLTRANE COMO INSPIRACAO (BEM MELHOR)
https://www.youtube.com/watch?v=YHVarQbNAwU
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https://www.youtube.com/watch?v=JqfTfccNVgI
https://www.youtube.com/watch?v=YHVarQbNAwU

DESAFIO 2 DO CAPITULO

K U,

l? l_c

KX

Figura: Sistema mecénico considerado neste capitulo.
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Mxq + K(X1 — Xg) = U+ W (83)
M)"(2+K(X2—X1) = U+ Wo (8b)
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@ Queremos controlar apenas as coordenadas do centro de massa
£) = Xi(t)+xe(t)
Z1( ) = > .
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@ Queremos controlar apenas as coordenadas do centro de massa
£) = Xi(t)+xe(t)
Z1( ) = > .

@ Queremos que as forcas de controle nao influenciem a dinamica
da elongagao da mola zy(t) = X%,
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ENUNCIADO FORMAL DO SEGUNDO DESAFIO:

(a) Reescreva o modelo (A1, By) do sistema considerando que a sua
entrada sera u(t) = e que o estado € z(t) = (z1(t), z1(t), z2(t), 22(1))'.
Assuma que uy = Up = U.

(b) Mostre que a dinamica de (z1, z1) corresponde a parte controlavel
e a dindmica de (2o, z2) corresponde a parte nao controlavel.

(c) Construa um controle que leve o sistema de (z;(0), z1(0)) até
(z1(T¢), 21(Tr))

arbitrarios com condicao inicial nula em (z2(0), z2(0))

(d) Simule no MATLAB o controle projetado em (c) para condigao
inicial nula de (z2(0), z2(0)).

(e) Repita a simulagéo anterior para condicao inicial ndo nula de
(22(0), 22(0)).

(f) Nos itens (d) e (e) exiba os graficos de z;(t) z»(t) e u(t) no intervalo
[0,3T;/2], aplicando entrada nula para t > T;.

(g) Comente os resultados encontrados em (d) e (e).
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