Capitulo - ﬂ_ - Revisdo de Algebra Linear

1. Espacos Vetoriais

Um espago vetorial ¢ uma estrutura algébrica constituida de um par de objetos

(K, V) onde K é denominado de corpo de escalares, e V é um conjunto de vetores.

Um corpo é um conjunto onde estdao definidas as operacoes de soma e
multiplicacdo, possuindo as mesmas propriedades de soma e multiplicacdao dos niimeros

reais. Sao exemplos de corpos. o conjunto @ dos numeros racionais e o conjunto R dos

nUumeros reais.

O conjunto de vetores V é um conjunto onde existe uma operacao de soma
(comutativa), possuindo um elemento neutro denominado vetor nulo. Mais ainda, existe
uma operagao de multiplicagao de um escalar de K por um vetor de V, fornecendo como
resultado um outro vetor de V. Muitas vezes, dizemos que o espago vetorial V é um
espaco vetorial sobre K. para chamarmos atengao de qual conjunto de escalares estamos
considerando. Aconselhamos ao leitor que consulte um texto de Algebra linear para que

reveja as defini¢oes axiomaticas completas de espago vetorial.

2. Exemplos de Espagos Vetoriais

a. O conjunto V das funcdes continuas de R em R é um espago vetorial sobre R se
definirmos :

(f+15) (x) = fi(x) + f,(x)

(c £,)(x) = cfy(x)
paratodoceRef,, f, €V.

b. O conjunto V das énuplas ordenadas (xy, ... , X,;) com x; €R é um espago vetorial
sobre R, com as defini¢oes

(:{11 e xn)+(YIs “ee .Yn) = (xl +Y15 00 X+ Yn)

O Kiip o B} EC i ¥ BKG)
para todo (x;, ..., X,) € (¥4, ..., ¥n) € V e todo c € R. Tal espaco vetorial é denominado

espago Euclideano de dimensdo n e denotado por R™.

c. Uma definicdo analoga, mas com C substituindo R, da origein ao espago vetorial C™.



d. O conjunto V das énuplas ordenadas (x,. ... . X,) com X; €Q é um espaco vetorial

sobre Q. com as definicoes

(%15 03 %) B Wssesa ¥l = %y 400 = #7052 F0)
Clynns X)) SEH s 4 ©X)
para todo (X, ..., X,) € (¥1, ... . ¥.) € V e todo c € Q. Tal espaco vetorial é denotado

por Q™.

e. Um espaco vetorial “bem estranho™ é obtido se considerarmos o conjunto V das

énuplas ordenadas (x,, ... . X,,) com x; ER como um espago vetorial sobre Q, com as
definicoes

Xy aacnon Xg) FFiigvnns Fn) = Ky E T 2ons Xt Yin)

C(Xpas Xa) =€ 0 w5 €%5)
para todo (xq, ..., X,;) € (¥1, --- - ¥») € V e todo c € Q. Tal espago vetorial nao possui a

mesma natureza dos espacos euclidianos. De fato, pode-se mostrar que tal espaco

vetorial possul dimensao infinita! Logo tenha cuidado com o corpo de escalares!

3. Subespacos

Se % é um espaco vetorial sobre um corpo K. um dado subconjunto V C % é dito
ser um subespaco de B, se V' é um espago vetorial (sobre K) com as mesmas operacoes

definidas no espaco vetorial %.

Proposicdao 1. V' é subespaco de & se e s6 se para todo vy, v, € V, e todo par de escalares
«, p € K tenhamos (av, + gv;) € V.

OBS : Note que todo subespaco vetorial V €% contém o vetor nulo de % (Mostre

porque).

4. Dependéncia Linear

Seja {xq, ..., X,} C%, onde H é um espaco vetorial sobre K. Dizemos que o
conjunto {xy, ... , x,,} € linearmente dependente (L. D.) se e somente se existirem
. n
escalares ¢; €K tais que Y ¢;x; = 0. Caso contrario dizemos que tal conjunto é

=1

linearmente independente.

Note que um conjunto que possui o vetor nulo é sempre linearmente dependente.



n
Proposicio 2. O conjunto {x,. ... . x,} ¢ L.I. se e s6 se a equagao »_ c¢;x; = 0 para c;
=il

€ K implicar em ¢; =0 para i =1. ... . n.

5. Subespacos Gerados. Bases e Dimensao

Defini¢ao 3. Seja X ={x;, ... . x,} C%, onde T é um espago vetorial sobre K. O

conjunto gerado por X, denotado por span{X} ou span{x,, ..., X, } é definido por :
n
span{x;, ... , X,} = {x€ B | x=)_Ax;, ) €K}
i=1
note que o conjunto gerado por X é o conjunto de todas as combinacoes lineares
possivels formadas pelos elementos de X com coeficientes em IX. Dizemos que o conjunto
X gera % quando span{X}=%. Uma base B de % é um conjunto linearmente
independente que gera %.
Teorema 4. As seguintes afirmativas sao verdadeiras :

(1) span{yy, ..., ¥,} € um subespaco de %.

(ii) Se span{yy, ..., y,} =span{x,, ..., x,} =% e ambos os conjuntos {yy, ... , y,} e {x,

... s X,} sao L.I., temos p=¢=d, onde d é dita dimensao de %.
(11) Qualquer conjunto com menos de d elementos nao pode gerar .
(iv) Qualquer conjunto com rmais de d elementos é L.D.

(v) Todo conjunto L.I. de d elementos ¢ uma base de %.

Exemplos :
(a) Os vetores e; =(1, 0, 0), e;=(0, 1, 0), e3=(0, 0, 1) formam uma base do R

denominada base canénica.



{b) (De agora em diante vamos representar os vetores como vetores coluna)

|
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1 ‘ |3 0 |¢ é um conjunto L.I. e é portanto uma base do R®.
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(¢) span ’ 1 0 1 é um subespaco de dimensao 2 do R® (forneca uma base
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a @ 1] 3 I é um conjunto L.D. porque possui 4 vetores do R>.
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Obs: O numero de elementos de uma base de um espago vetorial E© é denominado

dimensao de % e denotado por dim(%).

Teorema 5. Fixada uma base {x, ... , x,,} de %, entdo todo vetor de z € % se escreve

unicamente como :

n
T=3 6T

l:].

onde o0s ¢; sao escalares adequados.

OBS : Fixada uma base {x;, ..., x,} de % como no teorema 5, é usual representar o

£}
vetor z = ) ¢;z; pelo vetor coluna
pe=il:

Cq

C2

Cn

Observacao : Dado um conjunto de r vetores coluna (escritos em alguma base), eles sdo
linearmente dependentes se (e somente se), da matriz formada por estes vetores coluna,
so podemos extrair determinantes menores rxr nulos. Se existir algum determinante

menor 7 xr nao nulo, entdo os vetores siao linearmente independentes.



Proposicao 6 : (Completamento de base) Fixada uma base {x,, ... . x,} de % e dado um
conjunto {&,, ..., &} C %, existe um subconjunto {Xii’ e n Xy b A%y el 5 X, ) tal que
n=—r
{€s ... &%, ..., x; } forma uma nova base de %.
: n—r

6. Matrizes de Mudanca de base

Sejam {ey, ... , e,} e {f;, ..., f,} duas bases distintas de %. Entao, pelo teorema
5, existem escalares h;; com ¢, j € {1, .... n} tais que
ej= 3 hii; (1)

Note que podemos escrever

h‘f‘l hl? hln
hnl hnz J)‘I'arm

onde as coluna j de H representa os vetores coluna e; quando escritos na base {fj, ...,
f.}. Tal matriz é denominada matriz de mudanca de base. De fato, seja € % um vetor
arbitrario. Ainda pelo teorema 3, podemos escrever

iy =j§16j eJ: (2)
ou

ou seja, a matriz H é a matriz de passagem de um vetor coluna escrito na base {e,, ...,
e,} para o mesmo vetor escrito na base {f,, ... , f,}. Para mostrar isto basta substituir
(1) em (2), obtendo :



e 1sto mostra o resultado desejado. a

Observacao : Mostra-se facilmente que a matriz H é ndo singular e a matriz H! é a
matriz de mudanca de base no sentido inverso. Lembre-se que a inversa de uma matriz

é dada por :
4 adjH

~ detH

onde {adj H) é a transposta da matriz dos cofatores. A matriz dos cofatores é a matriz

cujo elemento 7 é dado por (-1)"79) det H;. , onde H;, é a matriz que se obtém de H
J p ij 3 17

eliminando-se a linha 7 e a coluna j.

7. Transformacoes lineares e matrizes.

Uma aplicagio linear T : 69 entre espacos vetoriais %, Y sobre um mesmo

corpo K. é uma aplicacdo tal que :
Tlerzy +cpzy) = ¢, T(2y) + ¢, T(2,)

Seja {e;, ..., e,} uma base de % e {f, ..., f,,} uma base de Y. Entdo os escalares t;; € K
tals que (tais escalares existem e sdo unicos pelo teorema 3)
definem totalmente a tra.ns%ormag&o linear T. De fato, pelo teorema 5 podemos escrever

= i gey e [Bln)ee i d;f; para escalares c; e d; adequados. Entao,
F=1 =k

T(Cﬂ) = T ( ilcjej)='i CJT( eJ) :'ilc‘j ilti‘? fs' =
— J: 1=

= f: ( En: t:‘jcj)f:': i d.{,
=1 ] 1

=1




n . .
Logo. d; = _Z]t,-j ¢, , ou em notagao matricial :
J =4

dy t T2 . b | G

T(z) = dy Lo t‘?l t'fz t’i?n f".'z
s
L

t t c

mn "1

ml tm2

A matriz acima é denominada matriz de T e depende das bases escolhidas em % e em
Y. Observe que a coluna ; da matriz de T corresponde ao vetor coluna T(e;) quando
escrito na base {f;, .... f,}. E corriqueiro denotar a matriz da trensformacio linear T
pela mesma letra T, tomando-se o cuidado de percebermos que a matriz é um objeto
que depende da base escolhida enquanto a transformacido linear T é um objeto

Intrinseco.

8) Imagem e nucleo de uma transformacao linear T : 6 — 4

A Imagem de T. denotada por Im T, é o subconjunto de 4 definido por

ImT = {yey|y=Tx, xec%}

Mostra-se facilmente que a imagem de T é um subespago. Em termos
computacionais, mostra-se que a Im T é o subespago gerado pelos vetores coluna da

matriz de T.

O posto p de uma transformacao linear é, por definicdo, a dimensdo de Im T.
Note que a dimensao da imagem de T é a dimensdo do subespago gerado pelos vetores
coluna de sua matriz, ou equivalentemente, é a ordem maxima de um determinante
menor nao nulo extraido da sua matriz. Assim, o posto da matriz transposta T’ é igual
ao posto de T. Em outras palavras, para computagao do posto podemos determinar a
dimensao do subespaco gerado pelas linhas ou pelas colunas de T, produzindo o mesmo

resultado.

O nucleo de T, denotado por Ker T, é definido por

KerT= {xe®%|Tx=0}



Mcstra-se que Ker T é um subespaco. O resultado seguinte é 1til para computacio do

nucleo de uma transformacao linear.
Teorema 7 : dim(Im T) + dim(Ker T) = dim(%)

Proposicao 8 : As seguintes afirmativas sao equivalentes para uma transformacdo linear
T:%5—9, onde dim(%)=n e dim(Y)=m :

(1) T é injetiva, 1. e. , se X; # X, entdo T(x;) # T(x,) ;

(i) Ker T = {0} ;

iii) Os vetores coluna da matriz de T sdo linearmente independentes ;

(
(iv) O posto de T é igual a n. sendo n obrigatoriamente menor que m ;

Proposicao 9 : As seguintes afirmativas sao equivalentes para uma transformacao linear
T:%—9, onde dim(%)=n e dim(Y) =m :

(1) T é sobrejetiva,i.e. , Im T =9 ;

(111) Os vetores linha da matriz de T sdo linearmente independentes ;

(iv) O posto de T é igual a m, sendo m obrigatoriamente menor que n ;

9) Soma e Interseccao de subespagos

Dados dois subespagos R, I de % podemos definir o subespaco soma como o conjunto
de todas as combinagdes lineares dos vetores desses subespagos, i.e. :
* R4+T= {x€eFB|x=1+4s5,1€R, 5€T}
A intersecao de subespacos é definida pela intersec¢do “natural” de conjuntos, e neste
caso fornece o subespago intersecdao ® NI dado por
BNT ={x€b|xcPRexecT}
Note que a unido de dois subespacos nac €, em geral, um subespaco. Por exemplo, a

uniao dos eixos coordenados x e y do plano cartesiano ndo é um subespaco.
Observacao : Sejam R, T matrizes com mesmo numero de linhas. Se %= Im R e
T =Im T, entdo R+ =Im[R T], onde [R T] é a matriz obtida pela justaposicdo das

colunas de R e T.

Definicao 10 : Se ®NnT =0, entdo os subespacos R e I sao ditos independentes. Neste



caso. a soma de P e I é denominada soma direta e é denotada por R T

Proposicao 11 : As seguintes afirmativas sao equivalentes para dois subespacos P. I de
um mesmo espago vetorial :

(1) Os subespagos B e T sdao independentes.

(11) Todo vetor v de R+ T se escreve unicamente como uma soma r+t, onde re R e
ted.

Proposi¢ao 12 : Dados dois subespacos % e 9 de um mesmo espaco vetorial existem
subespacos R c R e T T tais que %-}-‘iT:(%D@')ﬂé‘ﬂa%@“j'.

Obs: Para construir os subespacos % e 9 da proposi¢ao anterior, basta completar a

base de (G.R:ﬂir) com elementos {f;, ... . I} d'e,uma, escolhidos entre os elementos de
base de “J?.a até obter uma base de ®. Assim ® = span{f,, ... , f;}. Depois completa-se
uma base de % com elementos {t,, ... . Ep} escolhidos entre os elementos de uma base
de 9. obtendo-se uma base de R+F. Assim, I =span{t,, ... , t,}. Note que a

construcao da soma direta da proposicio 12 nao é unica. bastando para isso que se

escolham bases diferentes no procedimento acima.

As definicobes de soma e intersec;ao de subespacos podem ser generalizadas
indutivamente para uma familia de subespa.gos {Ry, ... ,R;} de um mesmo espago
vetorial. Denota.-se por ®,+ ... +%; (ou Z %®;) a soma dessa familia e por ®,n

N%y (ou ﬂ BR;) a interseccao dos elementos desta familia. A definicao 10 também

pode ser generahzada como se segue.

Defini¢do 13 : Os subespacos de uma familia {®,, ... ,®;} sdo ditos independentes se
tivermos R; N Y. R; = {0} para todo i =1, ..., k, i. e., cada subespago ¢ independexnte
da soma de t“z)gozs os outros. Neste caso, a soma destes subespacos é denominada de

soma direta e denotada por R, @ ... & R (ou _e%l‘iR;,- )-
=

Proposicao 14 : As seguintes afirmativas sao equivalentes uma familia de subespacos

{®,, ... , R} de um mesmo espago vetorial :

(1) Os subespagos de {®,, ... , %, } sdo independentes.



(i1) Todo vetor v de ®,+ ... + %, se escreve unicamente como uma soma ry +...+Ty,

onde cada r; e R; , 1 =1, ... . k.

(i11) Po; N _iil %; ={0} paratodoi=2,...,k.
J=1

10) Imagem inversa e direta de um subespaco por uma transformagcéo linear.

Seja P um subespaco de % e I um subespaco de Y. Seja T : B+—Y uma transformacao

linear. Podemos definir o subespaco imagem de R por T como
TR={yeY|y=Tr,reR}

e 0 o subespaco imagem inversa de I por T. como

T 'T={xe%|Tx=y,ye¥Y}

OBS : Na defini¢do acima. T™! nao denota a inversa de T. Note que T~ 'J pode ser

definido mesmo que T ndo seja invertivel !

Proposicao 15 : Seja T : %+ uma transformacao linear. seja R um subespaco de E e
seja I um subspace de 9. As seguintes afirmativas sio verdadeiras :

(1) dim(T®R) = dim(R) — dim(® N Ker T).

(i) dim(T ~'9) = dim(Ker T) +dim(9 NIm T)

Observagdo : Note que (i) generaliza o teorema 7. De fato, fazendo ® =% em (i),

obtemos o teorema 7.



