1¢ Lista de Exercicios/Trabalho de Controle Nao Linear
Prof. Paulo Sergio — 2018

ATENCAO: A LISTA DE EXERCICIOS NAO SERA ENTREGUE! A
LISTA DE EXERCICIOS SERVE PARA VOCE SE PREPARAR PARA
PROVA! APENAS OS TRABALHOS VALEM NOTA E SAO
ENTREGUES
(veja o final do documento)

1% Questao

Considere a equacao linear
P 0 —-10 .
- \L10 0

@ _ fa(w1, 79)

dry  fi(71,72)
para expressar xo como fungao de x;. Calcule a exponencial da matriz do sistema e
compare os resultados obtidos.

utilize

2% Questao
Determine a solugao do problema de Cauchy para o seguinte sistema
(t) = e*®)
T (to) = X

Mostre que as solugoes divergem em tempo finito.

3% Questao
Considerando o modelo de um sistema térmico

c=u

conectado a um controle PD com chaveamento como na figura 1.

e ¢ u y =c

r=const.
@ 1+ Kys d(e) 1/s2

Figura 1: Simulation scheme for the closed loop system.

Pede-se esbocar as trajetérias no plano de fase (x1,z5) considerando 7 = 0, x; = e,
xo =6, f=e+ Kséeu=o(f) = Msgn(f). A fungdo sgn(z) é nula quando = = 0, é
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igual a 1 quando = > 0 e é igual a —1 quando x < 0. Utilize o método de separacgao de

variaveis
@ _ f2($1,l’2)
dx,y fl(xl,l’z)

(integre em ambos os lados de fodr; = fidxy). Voce deve analisar separadamente as
regioes | (tal que z1 + Kgxe > 0), e II (tal que z1 + Kyzo < 0).

4" Questao Considerando o modelo do servomecanismo linear:
Je+ foe=u

conectado como na figura 2

Jfa

e T u(e, é) y =c

r=const.
© K 1/(Js2 + fus)

G

Figura 2: Simulation scheme for the closed loop system.

onde f, é um torque de atrito tal que:

(i) Quando ¢ # 0, f, tem sentido contrario a ¢ e médulo f. (atrito cinético).

(ii) O atrito f, anula o torque T aplicado no motor quando a velocidade do eixo ¢ é nula
e ||T|| < fs (atrito estético).

(ili) Quando ¢ =0 e ||T'|| > fs, o torque de atrito f, tem sentido contrério a T e mddulo
fs (atrito estdtico na iminéncia do movimento).

(a) Pede-se mostrar que

Ke + fesgn(é),é #0
u(e, é) = 0,6 =0,]e|| < fs/K
Ke — fsgn(Ke), e =0, [le|| < fo/K

e que o modelo do sistema ¢é da forma

iy = —(1/7)ze — [1/(7fo)u(z1, 22)

onde 1 =€, x9 =€, 7= J/f.
c¢) Considere as regides I, I e I1I definidas respectivamente por x5 > 0 e x5 < 0 e x5 = 0.
Mostre que na regiao I o modelo do sistema é:

.i'lzxz

Ty = —(1/7')1'2 - [K/(va)]xl - fc/(va)
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na regiao II o modelo do sistema é:
i’l = XT3
Ty = —(1/7)zy = [K/(7fo)ler + fe/ (T 1)

e na regiao III o modelo do sistema é:

3.71 = IQIO

Ty = —[1/(7fo)]Us(21)

onde Ug(z1) = 0 se ||z1|| < fs/K e Ug(x1) = Kz — fssgn(Kzy) se ||z1]] > f5/K.

d) Mostrar que na regiao I (resp. II) o sistema se comporta como um sistema linear com
ponto de equilibrio zy = —f./K, x5 = 0 (resp. x1 = +f./K, x5 = 0). Obtenha as novas
equacoes lineares para I e II, transladando a origem das equagoes para os respectivos
pontos de equilibrio. Mostrar que a regiao R = {zr = (z1,13) € R?|zy = 0,¢ ||z4] <
fs/K} é um conjunto de pontos de equilibrio.

5 Exercicio

(a) Seja M uma matriz de nimeros reais de k linhas e m colunas, onde k& < m.
Suponha que as linhas de M sdo independentes (isto é, M possui posto k). Entao M
pode ser completada com m — k linhas de modo a formar uma matriz invertivel. (Dica:
Depois de uma reordenacao das colunas, podemos considerar que o determinante menor
formado pelas primeiras k colunas é nao nulo. Acrescente, apds esta reordenacao, os
ultimos m — k vetores linha da base canonica. Reordene as colunas de forma a reobter
a ordem original das colunas).

(b) Aplique esta idéia para mostrar que todo conjunto de k fungoes ¢; : R — R",
com k < n tais que a matriz Jacobiana

9¢1  0¢1 91
o1 Oxo T OxTn
O¢2  0¢2 9¢2
J(b — o1 Oxo e OTn
0¢n  Opn Odn
o1 Oz e OTn

zo

tenha linhas independentes, pode ser completado com m — k fungoes tais que estas n
funcoes definam um difeomorfismo local em torno de xg.

(c) Sejam ¢;,i = 1,2 duas fungoes definidas no R* por ¢; = (w3 + 1)(2y + 1) + (23 +
D(xg+1) e po = (v2+2)(x1 +3) + (23 + 1)(z4 + 1). Construa duas fungdes ¢3 e ¢4 de
R* em R tais que ¢ : R* — R* dada por ¢(z) = (¢1(x), ¢2(2), ¢3(x), d4(x)) defina um
difeomorfismo local em torno de zo = (1,2, 3,4).



6° Exercicio

Considere o modelo de péndulo invertido

it‘l = T2
. g . (0%
To = =SINxry— —To2+U
) Im
y = x1(t)

onde u é a entrada do sistema (torque aplicado na base do péndulo). Pede-se:

Projetar um controle, baseado na linearizacao exata do sistema, que rastreie a trajetoria
y(t) = ve Pt Pede-se que os polos do sistema linearizado em malha fechada sejam
{—=10+ j,—10 — j} e forneca um diagrama esquematico do sistema de controle.

7° Exercicio
Considere o sistema

T = 1y
3.32 = 1'46961 + x3
Ztg = U3
‘7.1'4 = U
j?g, = Z9+ X1U2
Yy = I
Y2 = T2

Pede-se:

(a) Uma lei de controle desacoplante e linearizante (entrada-saida somente), que garanta
que os polos em malha fechada estejam em {—1,—2} para primeira saida e {—3, —4}
para segunda saida.

(b) A lei de controle desacoplande é solugao do problema de linearizagao exata (interna-
mente)? Caso contrério, escreva o sistema na forma normal, exibindo a dinamica zero
(dica, use o primeiro exercicio).

(c) Repita o exercicio, excluindo-se a equacao &5 = xs + z1uy do modelo do sistema
(neste caso nao ha dinamica zero).

8" Exercicio
Considere o Robo6 plano de dois graus de liberdade a seguir
Os dois discos escuros representam massas unitarias (m; = mo = 1) ligadas por

bragos de comprimento l; = Il = 1m. Podemos aplicar torques de controle 71 e 7o,
através de motores elétricos, de modo a controlar os graus de liberdade correspondendoa



Figura 3: Robé de dois graus de liberdade.

0, e 6. O modelo correspondente a este robo é dado por:

d 0 — 9
@t ( 0 ) R Vaei() [0(9,9) +K(9)} ) i (1)

" (M‘{(Q) >T

onde 0 = (61, 05) é o vetor de deslocamentos angulares e 7 = (71, 72) é 0 vetor dos torques
aplicados pelos motores. Para estes valores de massa e comprimento, as matrizes M, K
e C deste sistema sao dadas por

[ 3+2cost 1+ cosbs
M(0>_( 1 + cosbfsy 1 )

N —02(291 + 92) sin 92
C0,6) = ( 02 sin 6, >

_( 2gsiné, + gsin(6; + 65)
K(9) = ( gsin(0; + 65)

onde g é a constante de gravidade. Pede-se
(a) Mostrar que o problema de desacoplamento é solivel para a saida y(t) tal que

y1 = lycosfy + Iy cos(fy + 6s) (2)
Yo = ll sin 91 -+ l2 Sin(91 -+ 92) (3)



Note que X =y, e Y =y sao as coordenadas cartesianas X, Y do manipulador (massa
me). Sejau =71 ex = (0,0). Mostrar que (eu usei o programa de cdlculo simbdlico
Mapple para fazé-lo) :

y? = a(z) + A(z)u (4)
Onde
—sin(0;)+sin(0;+203) Sin(@l)—3 sin(0 +92)+Sin(91 —92)—Sin(91 +2 92)
A _ —3+cos(262) —3+cos(2602)
(.’II) o cos(0;)—cos(01+262) —cos(f1)—cos(0; —02)+3 cos(01+602)+cos(01+202)
—3+4-cos(202) —3+4-cos(262)
sendo que

det(A(z)) = —2sin(by)/(—3 + cos(263))

Estudar as singularidades de A(x) e interpreté-las fisicamente.



Primeiro Trabalho de Simulagao (Parte I)

RECOMENDACOES GERAIS:
ADOTE VALORES NUMERICOS QUANDO CONVIER;
FORNECA TODOS OS DIAGRAMAS DE SIMULACAO E OUTROS
PROGRAMAS UTILIZADOS.

1) Este item é baseado no exercicio 4 da primeira lista.
QUEM APROVEITAR OS ESQUEMAS DO ANO PASSADO VAI SE DAR MAL!
Adote K =5, f,=1, fo.=2, fy=2.1,e J =4.

Ao tentar simular o modelo do exercicio 4, pode haver problemas numéricos devido
a descontinuidade do modelo. Para contornar o problema, fixe ¢ > 0 pequeno que voce
escolherd (e representara a precisao de velocidade que voce considera nula). Pode ser
preciso aumentar ¢ ou diminuir o passo de integracao do programa de simulacao, para
conseguir bons resultados, Considere as regioes I, IT e III definidas respectivamente por
To > €exy < €e Ty € [—¢ €| Para simular conidere o sistema na regiao I definido por:

Ty = —(1/7')1'2 - [K/(va)]xl - fc/(va)

na regiao II o modelo do sistema é:
.Z"l = X2
iy = —(1/7)xe — [K/(Tfo)lz1 + fe/ (7 fo)

e na regiao III o modelo do sistema é:

[tl = O
Ty = —[1/(7f)lUs(21)

onde Ug(x1) = 0 se ||x1]| < fs/K (neste caso o sistema fica capturado num ponto den-
tro da faixa ||z < fs/K a menos de um erro de velocidade €), ou ainda Us(z;) =
Kxi — fssgn(Kxq) se ||x1|| > fs/K.

(a) Anexe a solugao do exercicio 5 da primeira lista.
(b) Simule as solugbes do servomecanismo com atrito (se as respostas obtidas possui
“bicos” é porque o passo de integracao pode estar inadequado). Escolha pelo menos
12 condigoes iniciais diferentes. Apresente graficos das trajetérias no espacgo de esta-
dos, sendo que cinco delas devem interceptar o conjunto R de pontos de equilibrio.
Tente obter uma figura semelhante a do Cap. 14 do livro do Nagrath. FORNECA AS
CONDICOES INICIAIS UTILIZADAS.



2) Seja x € R e Considere o sistema

(t) = 2%(t)

I(tg) = X

(a) Determine a solugao analitica z(t) = ¢(t; xo, tg) do problema de Cauchy acima.

(b) Adote ty = 0. Escolha 6 valores diferentes de zg, trés positivos e trés negativos, e
simule a solucdo, apresentando graficos dos resultados z(t) para ¢t € [0,%f], escolhendo
adequadamente t;. Muito cuidado para nao tentar simular fora do intervalo de existéncia
da solucao, pois ela explode em tempo finito quando zy > 0!

(c) Seja zo,,7 = 1,2,...6 as condigbes iniciais adotadas no item anterior. Sejam x;(t)
as solugoes correspondentes obtidas por simulagao, e ¢;(t) = ¢(t;0,z0,) as solugdes
analiticas previstas pelo item (a). Apresente os 6 graficos dos erros e;(t) = x;(t) — ¢;(t).
Comente os resultados obtidos.



Primeiro Trabalho de Simulagao (Parte IT)

RECOMENDACOES GERAIS:
ADOTE VALORES NUMERICOS QUANDO CONVIER;
FORNECA TODOS OS DIAGRAMAS DE SIMULACAO E OUTROS
PROGRAMAS UTILIZADOS.

Considere o oitavo exercicio da 1%lista de exercicios (Robo de dois graus de liber-
dade. Projete um controle de rastreamento para a trajetéria y(t) (ao longo de uma reta
horizontal) g3 = Asin 10t + B, go = Acos 10t + C, onde A, B, C serao escolhidos por
voce de modo a evitar as singularidades. Escolha voce os pélos de malha fechada para
que a trajetéria praticamente tenda a trajetéria de referéncia para um tempo menor que
27/10 segundos em cada caso.

(a) Fazer A = 0 (neste caso o controlador se resume a uma estabilizagdo em torno de
um ponto fixo). Escolher B e C' e a condigao inicial de modo a evitar a singularidade.

(b) Fazer A > 0 (neste caso vamos rastrear uma trajetéria circular). Escolher A, B e C
e a condicao inicial de modo a evitar a singularidade.

Nas simulacoes acima apresente a saida y; versus y» (use XY Graph do Ma-
tlab) para que a trajetéria do manipulador seja aferida. Apresente o com-
portamento dos erros de rastreamento e(t) = y(t) — y(¢t) em fungao do tempo
bem como de é(t). A condigao inicial deve estar fora do ponto fixo no caso
(a) e exterior ao circulo no caso (b).

Voce deve ja ter feito download dos arquivos
ajuda.m,
robot2018.md1l, e modelorobot.m, da pagina da disciplina. O arquivo robot2018.mdl é
uma sugestao de estrutura da simulagao no MATLAB. O arquivo modelorobot.m é uma
sugestao de como montar o modelo do robo, e inspirado neles, voce deve montar voce
mesmo os outros arquivos geracao.m, yydot.m, controledesacoplante.m e um arquivo
inicializa.m que sera chamado antes da simulagao para calcular a matriz de estabilizagao
K. Note que robot2008.mdl possui a estrutura do controle estudado na teoria dada em
sala, e portanto K é uma matriz 2 X 4, em uma forma de blocos dada por:

([ F 0
k=(% n)

O arquivo ajuda.m contém os valores das derivadas de y, de A(x), e de a(z) calculdos
em um programa simbdlico.



