Cap. 4 — Linearizacao Exata e
Flatness

1 Introducao e Motivacao

Este capitulo estuda brevemente o problema de linearizacao exata via mudanca de co-
ordenadas e realimentacao de estado. De fato, veremos que para uma certa classe de
sistemas nao-lineares, existe uma realimentagao de estado (ndo-linear) que permite o
cancelamento exato das nao-linearidades do sistema. Neste caso, o sistema em malha
fechada torna-se linear, pelo menos quando ele for descrito em um sistema de coorde-
nadas adequado. Dividimos esta secao introdutéria em duas subsecoes. Na primeira
secao tratamos de uma versao do problema de rastreamento. A primeira subsecao
também aborda uma questao filosofica. Esta questao reside no fato de que os sinais
de referéncia do tipo degrau sao adequados como sinais de teste de desempenho, mas
sao em geral inadequados para o controle de sistemas. Isto contraria os paradigmas
do ensino de controle clédssico, que estabelece a entrada degrau como um bom can-
didato a sinal de referéncia. A segunda subsecao apresenta dois exemplos de sistemas
linearizaveis.

1.1 O problema de rastreamento

Considere um motor-DC linear cujo modelo é dado abaixo

y(t) = au(t)

onde u(t) é a tensao externa aplicada no motor-DC em Volts, z; é a posicao angular
do eixo em radianos, e x5 é a velocidade angular do eixo, e y(t) = z1(t) é a saida do
sistema. Nosso objetivo de controle é o posicionamento do eixo do motor que parte
do repouso! de um angulo 6§y em t = t;, e desejamos que o eixo deste motor atinja o
angulo 0y em ¢t = t;. Este é o sistema de posicionamento tipico que é denominado de
Servo-mecanismo.

Uma realimentagao u(t) = K(v(t) — y(t)), onde v(t) é a nova entrada, fornece o
sistema em malha fechada:

(t)
y(t) = =(t)

Este sistema é da forma
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'Em particular 6(ty) = 0.



onde

e
0
B =
Os autovalores? de A sdo as rafzes do polinémio caracteristico n(s) = s* + s + K,
dadas por =LK V;’“{. Nao é dificil de mostrar que a parte real destas raizes sao sempre

negativas, demonstrando a estabilidade do sistema em malha fechada.

O posicionamento pode ser obtido entao pela colocagdo da entrada degrau v(t) = 0y,
onde 0 é a angulo final desejado. De fato o tinico ponto de equilibrio do sistema em
malha fechada para v(t) = 6; é dado por

(%

Para mostrar isto basta mostrar que a tnica solugao do sistema linear AZ + Bv = 0 é
o vetor  dado acima. Esta forma de solucionar o problema é adequada quando nao ha
muitas restrigoes sobre o comportamento de y(t) = 0(t) = z4(t) entre os instantes inicial
e final, sendo que estamos preocupados somente com o posicionamento nos instantes
inicial e final.

Suponhamos que além do posicionamento nos instantes final e inicial desejamos
também controlar a saida y(t) entre os instantes inicial e final. E outras palavras, dado
um perfil desejado () definido num intervalo [0, c0) gostariamos que a saida real y(t)
seguisse a saida desejada com erro e(t) = y(t) — y(t) que tenda a zero quando ¢ tende
para infinito. Este problema é denominado de problema de rastreamento da saida (t).

Para resolver o problema de rastreamento vamos projetar um sistema de controle
que garanta que a dinamica do erro e(t) seja estavel. Para isso assuma que a saida

desejada 7 é de classe O2. Seja e®(t) = e(t) e dre(t) = e® (t). Teremos
Le0(0) = () = y(e) ~ 5O0)
= @) — g ()

e ainda
deM(t) = @y(t) — g2 (1)
= —xa(t) +u(t) - g2 (1)
Agora considere a lei de controle
u(t) = s(t) + g (1) — ael® — gelt

Entao a dinamica do erro sera descrita pela equagao linear

d [ e® 0 1 e
il ] = 5 Jo ][]

2Para os alunos que cursaram a disciplina de Controle I, ndo é dificil de obter os mesmos resultados
a partir de fungoes de transferéncia e o teorema do valor final.




cujos autovalores sdo as raizes do polinomio caracteristico 7(s) = s>+ 3s+a. Igualando
este polinémio a (s — A1)(s — Ag), obtemos as seguintes relagoes:

o = —(Al—f—)\g)
B = M

que podem ser usadas para imposi¢ao de autovalores (pélos) da dindmica do erro. Se A\
e A9 possuem partes reais negativas, e dinamica do erro serd assintoticamente estavel, e
o problema de rastreamento sera solucionado.

1.2 Exemplo de sistema linearizavel

Exemplo 1: Considere o seguinte sistema nao linear com estado z = (z1(t), x2(t))? €
R? e entrada u(t) € R da forma

dado por
jfl = T2
Ty = 21+ 22 +22)+ (14 23 + 23)u
a realimentacao de estado u(t) = m[—x%—l—v(t)], onde v(t) é a nova entrada externa,
1 2

permite cancelar perfeitamente a nao linearidade, obtendo o sistema linear invariante
no tempo:

T = T2

3.32 = v

Este sistema é da forma
#(t) = Az(t) + Bo(t)

onde

Exemplo 2: Considere o seguinte sistema nao linear com estado x = (z1(t), z2(t)) €
R? e entrada u(t) € R da forma

dado por
$'1 = $2/(1+SIZ1)2

by — 791 1 2 r9” 1 2
i) (1+x12)2 + ( -+ T ) (14-3;12)2 + ( + I )u



Considere a mudanca de coordenadas ¢ : R? — R? definida por z = (z1, 22) = ¢(z1, x2),
onde 21 = 1 e 2o = 15/(1+ 27). Note que a a aplicacao ¢ possui inversa ¢! : R? — R?
definida por o = (x1,19) = ¢ 1(21, 22), onde x; = 21 € Ty = 2o(1 + 23). Portanto ¢ é um
difeomorfismo. Assim, nas novas coordenadas z teremos, aplicando a regra da cadeia

) o¢ )
zZ(t) = — x(t
(t) <3~%<t>> (t)

L
Substituindo x(t) = ¢! (2(¢)) obtemos
. _ 09 -1
0% |omprc)

Note que a equacao acima é da forma

(t) = g(z(1), u(t))

e representa a expressao do mesmo sistema nas novas coordenadas z. Fazendo os célculos
anteriores no exemplo acima, vamos obter

2.1 = 29
22 = 222+(1+212)u

E fazendo a realimentagao nao linear u = —z%/(1 + 21?) + v/(1 + 2,?) onde v é a nova
entrada, vamos obter o sistema em malha fechada:

Z2(t) = z(t)
Z(t) = v(t)
Este sistema é da forma
2(t) = Az(t) + Bo(t)

onde

Veé-se que este sistema ¢ linear e invariante no tempo. Conclui-se que uma transformagao
de coordenadas z = ¢(x) e uma realimentacao de estado nao linear® v = a(x,v) pode
cancelar exatamente a nao linearidade do sistema. Isto d4 origem ao seguinte problema:

Definicao 1 Problema de linearizacao exata: Encontrar uma realimentacdo de
estado e uma mudancga de coordenadas tais que o sistema em malha fechada, quando
escrito nessas novas coordenadas seja linear e controlavel.

30u equivalentemente, u = a(¢(2),v) = B(z,v).
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2 Linearizacao entrada-saida e desacoplamento

Nesta secao veremos a conexao entre o problema de linearizacao exata e o problema de
desacoplamento. Consideraremos sistemas da forma

#(t) = flx(t) + g(z(t))ult) (1a)
y(t) = h(xz(t)) (1b)

onde u(t) € R™, z(t) € R, y(t) € R™, f : R* — R" é de classe C*, ¢ g(z) é uma
matriz n X m

911($) gi2 - GJim

921($) g2 - Gom
9x) = : U

gn1 (3:) gm2 *° Gnm

onde todas as funcoes g;;(z) : R" — R sao de classe C*°. Denotando por g;(z) a coluna j
de g(z) podemos considerar g; como uma aplicagdo g; : R* — R™ e reescrever (la)-(1b)
como

w(t) = f(x(t))JrZuj(t)gj(w(t)) (2a)

y(t) = h(x(t)) (2b)

Neste capitulo, consideraremos leis de controle denominadas de realimentacao de
estado estdtica localmente reqular (em U C R™), dadas por

ut) = afz(t)) + B(x(t))v(t) (3)

onde o : R® — R™ ¢é de classe C'™, e § é uma matriz m x m dada por

511(20) Pz o+ Pim
() = 521:(93) 5:22 e ﬁ%m
Bai(®) Bmz - Bmm
onde as todas as funcoes 5;; : R — R, i,j € {1,2,...,m} sdo de classe C*°. A palavra
reqular aqui significa que que a matriz (3 € invertivel dentro de uma regiao de operacao,

que é um aberto U C R™. Em particular, para todo x € U, temos det 3(x) # 0.
Note que o sistema em malha fechada é dado por

B(t) = fx(t) + gxt)u(t) (4a)
y(t) = h(z(t)) (4b)
onde 3
f=17F+ga
g=y9b
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2.1 O problema de desacoplamento

Seja um sistema (1) com entrada u(t) = (uy(t),. .., un,(t))T esaiday(t) = (y1(t), ..., ym(t))T.
O problema de desacoplamento consiste na construcao de uma realimentagao de estado

regular (3) cuja nova entrada v(t) = (vi(t),. .., v,(t)) promove o controle independente
das saidas. Em outras palavras, a componente da entrada v; sé atua na saida y;, nao
influenciando a saida y; para ¢ diferente de j. Se isto ocorre para todo j = 1,...,m,

dizemos que o sistema em malha fechada (4) é desacoplado.

Problema de desacoplamento. Seja xy € R™ um ponto de operacao®.
Dizemos que o problema de desacoplamento é localmente soltivel em torno de
T se existir uma vizinhanca aberta U C R"™ contendo x( e uma realimentacao
regular (3) tal que o sistema em malha fechada (4) seja desacoplado.

Veremos que a derivacao sucessiva das saidas com relagao ao tempo nos leva a uma
solugao para o problema de desacoplamento. Para isso considere que tomamos uma
componente da saida y;(t) e a derivamos no tempo. Pela regra da cadeia, como y;(t) =
h o x(t) teremos:

_ Oy
- Ox

M (t) i (t)

z(t)

Substituindo (1a) na equagao acima, teremos:

00 = G| ) + o))
Sejam
R
A= g e
obtemos

y () = bl @) + Az®))u(t), i=1,...,m.

Assuma que A}(z) é identicamente nulo na regiao de operagao U C R"™. Neste caso,
dentro de U, yl(l) nao serd instantaneamente afetado por u(t), pois neste caso teremos

y () = hi(x(t))

Repetindo o mesmo procedimento para yil)

;~/, vamos obter

g2t = B2 (x(t) + A2(x(t)ut).i=1,...,m.

4Aqui 2o pode ndo coincidir com a condicdo inicial.



Assuma que A?(x) é identicamente nulo na regido de operagao U C R™. Neste caso,
dentro de U, yZ@) nao sera instantaneamente afetado por u(t). Defina p; como o menor
inteiro tal que A%(z) ndo seja identicamente nulo em U. O inteiro p;, denominado de
grau relativo da saida y;, é o numero de derivagoes no tempo que temos que realizar
para que a saida dependa explicitamente de alguma componente da entrada. Assuma
que todas as componentes da saida y admitem grau relativo. Podemos entao escrever:

y () = ai(x(t) + Ay(x(t))u(t)

onde a; = h{* e A; = A. Sejam

i Ap(z)
Note que a; : R — R é uma funcao de classe C* e A; é um vetor linha de m fungoes
de classe C'™°. Desta forma a(x) é um vetor coluna de m fungdes de classe C™ e A(x) é
uma matriz m x m de fungoes C'*° denominada de matriz de desacoplamento.
Podemos enunciar duas versoes de solu¢ao do problema de desacoplamento, cujas
demonstracoes sao semelhantes. A primeira versao nao se preocupa com o tamanho da
regiao aberta em torno de xy para o qual existe solucao para o problema.
Note que o grau relativo p; de uma saida y; pode variar com o ponto de trabalho.
De fato considere o exemplo abaixo:

T = Tg+ Tou
Ty = U
y = =
Derivando-se y teremos:
y(l) = T2+ ToU
y? = u+ (x9 + ou)u + zou

Para x5 # 0 vemos que a primeira derivada de y depende explicitamente de u. Para
r9 = 0 a primeira derivada de y nao depende explicitamente de u pois

oy

=0
ou

= $2|x220

xo=0

Logo, o grau relativo p; nao fica bem definido em regioes contendo pontos onde x5 se
. . @)

anula. Em 25 = 0 temos que derivar a saida duas vezes para obtermos % # 0.
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Definigao 2 Dizemos que um sistema (1) admite grau relativo em um aberto U C R,
se todas as componentes da saida y;,i = 1,...,m admitirem grau relativo p; finito e
constante dentro da regiao U.

Teorema 1 O problema de desacoplamento € localmente soluvel em torno de xq se e
somente se o sistema admite grau relativo e o determinante da matriz de desacoplamento
nao se anula em xg.

A proxima versao do teorema especifica uma regiao aberta U C R™ onde existe
solugao para o problema de desacoplamento. Faremos o esboco da demonstracao da
suficiéncia desta segunda versao.

Teorema 2 O problema de desacoplamento € localmente soluvel em uma regiao aberta
U C R" se e somente se o o sistema admite grau relativo e o determinante da matriz
de desacoplamento A(x) nao se anula para todo x pertencente a U.

Para esbocar a demonstracao da suficiéncia da condi¢ao acima, note que:

g = a(e) + A2
g = ay(z) + Ag(z)u
Yo = () + Am(x)u

Lembre que A; é a iésima linha da matriz A. Denotando-se

Y = (g )T
podemos escrever:
Yl = a(x) + A(x)u. (5)

onde a(x) é um vetor coluna de fungdes de xz e A(x) é uma matriz m x m de fungdes de
x, dados por

ar(z) ﬁl(m)
o= | | aw= | B
A () A, (z)
Defina a realimentacao de estado
u=alz) + Az (62)
onde
a(zr) = —A(x) ta(z) (6b)
Blz) = A)™ (6¢)



Em malha fechada vamos obter

v = (7)
ou seja
u o= (8a)
w? = v (8b)
y) = U (8¢c)

(pi)

Note que cada equacao y,;""" = v; ¢ linear e completamente desacoplada de outra equagao

y(»p ) = vj para ¢ # j. Em outras palavras, ¢ claro que a evolugao de y; nao depende de
v; para j # ¢. Logo a realimentagao definida acima fornece solucao para o problema de
desacoplamento.

Note que se a matriz de desacoplamento A(x) for invertivel para x € U entdo a
solucdo proposta acima promoverd o desacoplamento dentro de U (isto é, enquanto a
solugao z(t) nao sair de U, garantimos que a lei de controle estd bem definida e o sistema
é desacoplado). Isto mostra que a condigao do Teorema 2 é suficiente.

Suponha agora que det A(xg) # xo. Note que a aplicacao A : R" — R™ definida por
x— A(z)

¢ de classe C*°, e portanto é continua.

Denote o conjunto das matrizes n X n de niimeros reais por R™. Denote por det :
R™ — R a funcio que associa uma matriz n X n a seu determinante. Mostra-se que det
¢ uma fungao continua (por ser a soma de produtos dos elementos da matriz). Considere
a aplicacao det A : R” — R definida por:

x — det A(x)

Esta funcao é continua, pois ela é a composta de “det” com “A”, e a composta de
aplicagoes continuas é continua. Em particular o conjunto

U={z eR" det A(x) # 0}

¢ um aberto do R™ contendo xy. Isto mostra que a condicao do Teorema 1 ¢é suficiente
para que o desacoplamento seja localmente possivel em torno de xy.
A demonstracao da necessidade pode ser encontrada em [2, 4, 3.

2.2 Forma normal

Nesta secao mostraremos que se todas as saidas y; admitem grau relativo p; e a matriz
de desacoplamento A(xy) é invertivel, entdo existe um aberto U contendo x tal que
o sistema se escreve de uma forma especial, denominada de Forma Normal. Como
veremos, a forma normal possui duas partes. A primeira é o subsistema entrada-saida,



que pode ser desacoplado e linearizado, e a segunda parte, que é o subsistema nao
observavel para saida, que é também denominado de dinamica zero. Veremos que a
dinamica zero é o sistema que obtemos quando acrescentamos a restricao “y(t) = 0”7 ao
sistema original.

Para obtencao da forma normal, usaremos um teorema basico de andlise, que é o
teorema da funcdo inversa. Sejam U e V abertos do R". Lembremos que uma aplica¢ao
diferenciavel ¢ : U — V que admite inversa diferenciavel ¢ : V' — U, é denominada de
difeomorfismo ou mudanca de coordenadas locais, se assim preferirem.

Teorema 3 (Teorema da fun¢ao inversa) Seja F : A C R"™ — R"™ uma aplicagio de
classe C', sendo A um aberto de R". Seja J(x) = ‘?9—5 a matriz Jacobiana da aplicagao.
Assuma que det J(xg) # 0 para algum xo € A. Seja yo = F(xy). Entdo existe uma
vizinhanga aberta Uy, contendo xg e uma vizinhanga aberta V,, contendo yy tal que a

aplicagao ¢ : Uyy — V,, definida por ¢(x) = F(x) € um difeomorfismo.

Note que no enunciado do teorema dizer que ¢ é a mesma aplicacao que F' seria um
abuso de notagao. De fato, o dominio destas aplica¢oes nao coincidem em geral (nem o
contradominio), pois na maioria dos casos U,, ¢ um subconjunto aberto préprio de A e
Vy, ¢ um subconjunto aberto préprio de R™.

Para a demonstracao do teorema, o seguinte resultado auxiliar é fundamental.

Lema 1 Assuma que o sistema (1) possui grau relativo em um aberto U C R™ contendo
zo e det A(zg) # 0. Considere a aplicagio z : U — R?, onde p =Y _1" | p; definida por”:

0 1 -1 —
Z(I)I (yi )7y§ )7"'7y§p1 )7"’7y£)g)7y£r{)7“'7y§r€m 1)> . (9)

x

Entao as p linhas da matriz Jacobiana %‘xo sao linearmente independentes (note que

tal matriz é p X n).
Uma demonstragao geométrica deste resultado pode ser encontrada em [3].

Teorema 4 (Forma Normal) Assuma que o sistema (1) possui grau relativo em um
aberto contendo xy € R™ (vide Defini¢io 2). Assuma que det A(xg) # 0. Entdo existe
uma mudanga de coordenadas local & = ¢(x), onde ¢ : Uy, — Ve, € um difeomorfismo
local tal que

o Y(x) = (2(x),n(x)), onde z(x) € definido por (9).

o n(x) = (Mm(x),...,nn—p(x))" pode ser sempre escolhido como um conjunto de
fungoes (eventualmente lineares) tais que as linhas da matriz Jacobiana N = g—;l 20
completem as linhas da matriz Jacobiana Z = %‘mo de modo a formar n linhas
linearmente independentes. Em particular a matriz

SHE
N ox |,

€ invertivel.

5Por definicao ygk) depende apenas de x para k menor que p;
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e Nas coordenadas & = (z,1n) o sistema em malha aberta se expressa localmente por

(FORMA NORMAL EM MALHA ABERTA):

4 (0) )
dy; _ 1)
dt = Y
dy .
a i i=1,2.....m
R ’ Y (10)
d (pz 1)
\ y’dt = ai(z) + Ai(x)u )

e Nas coordenadas §& = (z,n) o sistema em malha fechada com a lei de desacopla-

mento 6 se expressa localmente por (FORMA NORMAL EM MALHA FECHADA):

dy(® ) )
B =y
) (@)
a — i=1,2,....m (11a)
dygpifl) .
\ dt = U )
n="9(zn) +d(z,n)v (11b)

Prova: Seja p = >, p;, a soma dos graus relativos das saidas. Pelo Lema 1, temos
que a matriz p X n dada por Z = %‘xo possui linhas independentes. Em particular
existe um determinante menor p X p nao nulo. Sem perda de generalidade, a menos de
reordenagao das componentes de x (ou equivalentemente, uma reordenagao das colunas

de Z), assuma que Z é da forma:

Z=\|%21 Z]
onde Z; é matriz p X p invertivel. Seja xo = (zo,,--.,T0,, 0,41, --»T0,). Seja w =
(Tps1, Tpy2, ..., Tn) € Wy = (Tg,,,,---,T0,). Em outras palavras w é o subvetor das

ultimas n — p coordenadas de x e wy é o subvetor das ultimas n — p coordenadas de x.
Seja 7 = w — wy. Por construgao:

an
N:%:[O Iy |

Defina a aplicacao ¢ : R® — R" tal que = — (z(x),n(x)). Por construcao, a matriz
Jacobiana de 1) calculada em xy sera dada por:

| 4 2
o I,

A partir da forma bloco triangular de M, mostra-se que

on
M= =1
ox 20

det M = (detZ,)(detl,_,) = detZ; # 0
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Portanto, pelo teorema da funcao inversa, 1) é um difeomorfismo local em sua imagem,
pelo menos quando quando restrito a um aberto U, conveniente, com xy € Uy. Por
construgao ¢ facil mostrar que (10) e (11) sao satisfeitas em U. O

2.3 A dinamica zero e a estabilizacao do sistema

Assuma que escolhemos uma condicao inicial e uma entrada tais que, a saida y(t) obtida
de (11) é identicamente nula. Portanto todas as derivadas de y de qualquer ordem seriam
também nulas. Em particular terfamos z e v identicamente nulos. O sistema dinamico
(11) se reduziria portanto a:

7 =7(0,n) (12)

O sistema dinamico (12) é de denominado de Dinamica Zero. Nesta se¢ao mostraremos
que a dinamica zero® possui importancia para o problema de estabilizacao.
Para isso note que cada subsistema (11a) é um sistema linear da forma

Zi:AiZi—i-BiUi, i:1,2,...,m

onde z; = (y§°), yi(l), . ,yi(prl))T, e
(010 ... 0] [0 ]
001 ...0 0
Ai= | 0 |, Bi=| ] (13)
000 ...1 0
(000 ... 0] 1

Tal sistema linear ¢é essencialmente a conexao em cascata de p; integradores, fornecendo
um sistema cuja saida é y; e os componentes do estado sao obtidos derivando-se p; vezes
a saida y;, e obtendo-se sucessivamente yi(l), e yl(p 171 até pararmos em yfp Q.
Mostra-se que este sistema possui p; p6los em s = 0 (ou equivalentemente os autovalores
de A; sao todos nulos com multiplicidade p;).

Tal sistema pode ser estabilizado por uma realimentagao de estado

projetada como se segue (ver Cap. 5 da apostila de controle multivaridvel). Seja A; =
{1, A2, ..., A, } o conjunto de pélos desejados. Seja

mi(s) = (s = A)(s = Aa) -~ (s = Ay,)

o polinomio caracteristico em malha fechada. Escreva

6Nas secoes seguintes ficard claro que a inexisténcia da dinamica zero implicard na solubilidade do
problema de linearizacao exata. Mais ainda a dinamica zero é diretamente relacionada aos sistemas
implicitos.
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Prova-se que a realimentagao (matriz linha)

Fi = [CLO ap ... api—l]
fornece’
O'(AZ + Bze) = Az = {)\1, )\2, ceey )‘p7}
Agrupando todas as realimentacoes estabilizantes (14) para i = 1,...,m, obtemos
v=Fz (15)
onde
0 0
0 F 0
0 0 . Fy
e
2= (21,2, 2Zm)"

O resultado a seguir é uma condicao suficiente para solucao do problema de de-
sacoplamento com estabilidade em malha fechada.

Teorema 5 [3] Assuma que (zo,10) € ponto de equilibrio de (11), onde zy = 0 e v =
vo = 0. Assuma que a dinamica zero linearizada € estdvel. Entdo o sistema (11) em
malha fechada com a realimenta¢ao (15) é desacoplado e localmente assintoticamente
estdavel.

Note que no sistema (1) (que é equivalente a (10)) aplicamos inicialmente a lei de
controle desacoplante (6) e depois a lei de controle estabilizante (15) que corresponde a
aplicagao de v; = Fjz; em cada subsistema desacoplado.

Observacao : (Sistemas de fase ndo-minima) Um sistema cuja dinamica zero (12) é
instavel é denominado de sistema de fase nao minima.. Tais sistemas nao podem ser
estabilizados por leis de controle que desacoplem e estabilizem o subsistema entrada-
salda do sistema nao linear. &

Observacao : (Auséncia de dindmica zero) Quando a dinamica zero é ausente (isso
ocorre se s =n—y " p; = 0), fica claro que a lei de controle do Teorema 5 implica na
estabilidade assintotica local do ponto de equilibrio xy. Na proxima secao exploraremos a
auséncia de dinamica zero como condicao para para solucao do problema de linearizagao
exata. &

"Note que o(A) denota o conjunto de autovalores de A.
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2.4 O problema de linearizacao exata

Nesta secao trataremos do problema de linearizagao exata que foi enunciado no inicio
deste capitulo (vide Defini¢ao 1).

Teorema 6 Seja um sistema da forma (1a). Assuma que a matriz g(x) possui, para
todo x, posto igual ao seu numero m de colunas. Entao o problema de linearizagao exata
(vide Def. 1) € solivel em um aberto Uy contendo xy se e somente se existir uma saida
y=h(x) = (hi(x),..., hp(z))T com m componentes tal que:

e O sistema posssui grau relativo em Uy.
e A matriz de desacoplamento A(x) € nao singular em U.

e Hd auséncia de dindamica zero, ou seja, s =n—y .- p; = 0.

Prova: O fato de que tais condicoes sao suficientes é uma conseqiiéncia imediata do
Teorema 4. De fato, excluindo-se a equagao (11b) de (11) obtemos um sistema linear.
Para uma prova da necessidade®, consulte [3]. O

Uma conseqiiéncia do teorema anterior é que, se a linearizagao exata for possivel em
torno de um ponto de equilibrio, entao a estabilizacao deste ponto de equilibrio pela
aplicacao das realimentagoes desacoplante (6) e estabilizante (15) é sempre possivel.

2.5 “Flatness”, linearizacao exata, e controlabilidade

Nesta secao faremos a conexao entre o problema de linearizacao exata e o conceito de
“flatness” (ou de platitude, que segundo o diciondrio Houaiss é a propriedade de ser
plano). O conceito de “flatness” foi cunhado por Fliess et al. [1] a partir dos resultados
que apresentamos neste capitulo sobre linearizacao exata. Existem varias maneiras
equivalentes de enunciar a propriedade de flatness. O leitor interessado pode consultar
por exemplo [5].

Definigao 3 Um sistema (1) é plano, se existir um conjuntoy = (Y1, . .., Ym) de funcoes
de classe C*, denominado de saida plana (ou saida flat) que possui as sequintes pro-
priedades:

o y; = hi(x) sdo fungoes do estado® z. A dimensdao m de y é o numero de
entradas do sistema.

8Em [3] h4 um critério de existéncia de y = h(x) através do calculo dos colchétes de Lie dos campos
f e de g que definem (1).

9Para simplificar a exposicao, consideraremos que y depende apenas do estado . Na verdade, o
conceito de flatness é muito mais geral, sendo que y pode depender também da entrada e de suas
derivadas até uma certa ordem finita.
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e O estado x pode ser determinado a partir de y e de suas derivadas. Em outras
palavras'®, existe uma aplicaciao A tal que:

=AWy, g, .y (16)

e A entrada u pode ser determinada a partir de y e de suas derivadas. Em outras
palavras, existe uma aplicacao B tal que:

u=By"y, .. y?) (17)

Teorema 7 Todo sistema linearizdvel por realimentagdao reqular de estado (3) € plano
(flat).

Prova: Pelo Teorema 6, podemos aplicar uma lei de controle linearizante
u=ax)+ p(z)v (18)
Note que, de (8)-(7), podemos escrever
o=, (19)

Pelo Teorema 4, existe um difeomorfismo local ¢ que leva z em (z,7). Pelo Teorema
6 temos s =n — Y ", p; = 0. Em particular, 7 estd ausente pois a dimensao s de 7 é
nula. Logo z = 1 (z) é um difeomorfismo local. Em particular x = ¢~!(z). Lembremos
que

0 — _
z:(yp,...,y%ol 1),...,y7(2),...y,(£m 1))T (20)

Em particular,

r=1"1(2) = A(2). (21)
Assim, x pode ser escrito como funcao de y e suas derivadas até uma ordem finita
v=max{p1 — 1,...,pn — 1}. De (18), (19), (20), (21), segue-se que

u=a(A(2) + BA)o = By, yW, ...y
onde 0 = max{p1,...,Pm} O

Na introducao deste capitulo foi considerado o problema de rastreamento de um mo-
tor elétrico. Neste capitulo, este problema sera generalizado para sistemas linearizaveis.
Para isto, dado um perfil desejado y(t) da saida y(¢) do sistema (1), onde () é definido
num intervalo [0, 00) gostarfamos que a saida real y(t) seguisse a saida desejada com
erro e(t) = y(t) — y(t) que tenda a zero quando ¢ tende para infinito. Este problema é
denominado de problema de rastreamento da saida g(t). Para resolver o problema de

10 Aqui ndo estamos sendo precisos porque a definicao de flatness é local, e as aplices A e B abaixo
podem estar definidas localmente, e nao globalmente
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rastreamento vamos projetar um sistema de controle que garanta que a dinamica do erro
e(t) seja estdvel. Antes de resolvermos o problema de rastreamento, note que a nogao
de flatness estd diretamente relacionada com este problema, e este problema também
esta diretamente ligado ao problema de controlabilidade do sistema nao linear. De fato,
imagine que desejamos levar o sistema de uma condi¢ao inicial zy até uma condicao
final x7 num tempo 7. A solucao deste problema recai na construgao de uma aplicacao
g :[0,T] — R™, de classe C* denominada saida desejada, que obedeca as seguintes
restricoes:

(A) zo = AGO), gV (1), ..., 57 (1)],_y-
(B) = = A@GO (1), V@), ... ()],_,-

Teorema 8 Assuma que o sistema (1) € plano (flat). A aplica¢io da entrada

O AIORIIORNNRI)

onde y obedece as restri¢oes (A) e (B) anteriores, leva o sistema de xo em t = 0 até
xr emt = T. Em particular, se um sistema € plano, ele possui garantidamente uma
propriedade de controlabilidade.

Observacgao :

e O problema de controlar um sistema flat com a lei de controle acima é que tal lei
de controle é de “malha aberta”. Uma estratégia de controle em malha fechada
deve ser capaz de corrigir erros de condigao inicial, de modelagem, de influéncia
de perturbacoes etc.

e Para quem ja fez o curso de robdtica do Prof. Jaime, note que a nocao de flatness
para robos (que s@o atuados em todas as juntas) é anédloga ao método do torque
calculado.

e Mostra-se que existem sistemas flat que nao sao linearizaveis por realimentacao
estdtica (3). No entanto mostra-se que todo sistema flat é linearizével por re-
alimentacao dinamica [1, 5]. O problema de mostrar que todo sistema que é
linearizavel por realimentagao dinamica é flat ¢ ainda um problema aberto da
teoria de controle.

O
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2.6 Exemplos de sistemas planos

e Todo sistema linearizavel por realimentacao estatica é flat (Teorema 6).

e Voltando ao exemplo da secao 1.1 o motor é um sistema flat com saida flat y = x4,
pois o estado deste sistema é x = A(y, ) = (y,9)? e do fato de §j = —y + u temos
que a sua entrada é dada por u = B(y, doty, §) = § + 9.

e Todo sistema linear controlavel é flat (vide [1].

e Todo robo com n graus de liberdade e atuagao em todas as juntas é flat. De fato,
a equacao de movimento de um robo de n graus de liberdade é da forma:

M(q(£))(t) + Clq(t), 4(t)) + K(q(t)) = u(t) (22)

onde M é a matriz de massa n X n, que é sempre simétrica e invertivel, C' é a
matriz dos efeitos de Coriolis e atritos viscosos, K é a matriz dos efeitos de mola
e de gravidade, ¢(t) € R™ é o vetor de posigoes generalizadas, ¢(t) € R™ é o vetor
de velocidades generalizadas, e u(t) € R™ é o vetor de forgas generalizadas. A
equacao 22 pode ser reescrita da forma:

&= f(z) + g(z)u (23a)
onde
_[a
r = :q'} (23Db)
;= __M_lf’cw]] (23¢)
= ) (234)

Neste caso, fica claro que y = ¢ é uma saida flat, ja que x e u se escrevem em
funcao de ¢ e suas derivadas. E um exercicio simples mostrar a partir de (23) que
todos os graus relativos p; das componentes y; = ¢; da saida sao iguais a dois, e a
matriz de desacoplamento A(x) ¢ dada por A(z) = M~'. Em particular, o robo
é linearizavel por realimentacao estatica, ja que a dimensao do estado x é 2n e
s =2n — Z?H pi = 0. E importante ressaltar que as coordenadas generalizadas
g em geral nao sao as coordenadas y = h(q) do efetuador. Mais adiante vamos
condiderar também a cinemdtica y = h(q) do efetuador.

2.7 Rastreamento de sistemas linearizaveis

Voltemos ao problema de rastreamento da saida y(t), que se refere a um perfil desejado
y(t) da saida y(t) do sistema (1), onde 7(t) é definido num intervalo [0, 00), e gostariamos
que a saida real y(t) seguisse a saida desejada com erro e(t) = y(t) — y(t) que tenda a
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zero quando ¢ tende para infinito. Note que, se um sistema é flat e y(¢) é uma saida
flat, entao a equagao (16) garante que fazer y(t) seguir y(t) determina completamente
o estado z(t) do sistema. Para sistemas flat, o problema de rastreamento da saida se
confunde entao com o problema de controlar o seu estado.

Restrigiremos nosso estudo a classe dos sistemas (1) que sao linearizaveis por reali-
mentacao estatica.

Para isso, derivando sucessivamente e;(t) com relagdo ao tempo obtemos:

() =y () - g (0), i=12... mkeN
fazendo k = p; para i =1,...,m e usando (8) teremos
elPh = yloh — glo) — a(z) + A(z)u — &

onde denotamos

g = )T
g = @)
el = (el D) L elom))
Note que a lei de controle
u=Ax) " [~a(z) + 7% +] (24)
onde v = (vy,...,v,)" é a nova entrada, produz em malha fechada a dindmica linear
P — .

A lei de controle (24) é portanto uma realimentagao linearizante para dinamica do erro.
Podemos proceder como na se¢ao 2.3 para construir uma realimentacgao estabilizante da
dinamica do erro. Seja ¢; € R” definido por

_ (.0 (1) (pi=1\T
6= (e, e, ...,e )
Entao é facil ver que a dinamica do erro e; é governada pela equagao linear

onde A; e B; sdo dados por (13).
Assim uma lei de controle
v; = Fie

analoga a da secao 2.3, pode estabilizar a dinamica do erro. Em particular, a lei de
controle estabilizante possui a forma:

v = Fe
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onde

Fi 0 0
0 Fs 0
F = . .
0 0 F,,
e
€= (Ela €2, 7€m)T
Note que
€ = y<P—1> _ g<P—1>
onde
_ 0) (1 1 1 m—1
y<p 1> - (y§ )’y:(l )7""y:(lp1 )7"'7y7(7?)7y§ )""7y§p ))T
e _(0) -1 _(p1—1 _(0) (1 (pm—1
gt @7, 5", g a9 g g )T

Teorema 9 Assuma que o sistema (1) € tal que

o A saida y possui grau relativo;
o A matriz de desacoplamento A(x) € invertivel em um aberto U C R™;
o A dinamica zero estd ausente, isto €, s =n—y " p; = 0.

A aplicagio ¢ : U — R"™ que mapeia't x em z(x) (z € definido em (20)) é um
difeomorfismo em sua imagem. Denote por V = (U) a imagem de ¢ (mostre que
V' € aberto).

Assuma que y(t) : [tg,00) — R™ € uma saida desejada de classe C* tal que
20 = @030 IO, g € VIV E [fr00) (26)
Seja Z(t) = ¢¥~(z(t)) e assuma que existe H > 0 tal que
dist(z(t),0V) > H,Vt € [tg, )

Seja
€0 = z(xo) — Z(to)
o erro inicial da trajetoria no espaco das coordenadas z.
Assuma que aplicamos no sistema a lei de controle (24) e (25). Entao existe 6 > 0
suficientemente pequeno tal que, se ||dist(eg, V)| > § teremos que x(t) nao sai de U

para todo t e ainda
lim y® (1) — ¥ (t) = 0,Vk € N.

t—o00

Em particular limy_ o z(t) — z(t) = 0.

1 As demonstracoes acima garantem apenas que a aplicacdo v é um difeomorfismo local, mas pode
por exemplo nao ser injetivo em U.
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Prova: Faremos apenas o esbogo da prova. Primeiramente, dado um sistema linear

estavel assintoticamente, existe K > 0 e p > 0 tal que, para todo ¢y € R”
le@®)] < Ke™ el

Tome 6 = H/K. Nao é dificil mostrar que as propriedades acima sao satisfeitas para
este 0, e que nao ha possibilidade da trajetéria x(t) passar por singularidades da lei de
controle (pontos nos quais det A(x) se anularia). O

Observacao : Quando U =V = R" temos convergéncia global. &

Exemplo : Voltando ao exemplo do robo com atuagao em todas as juntas, tinhamos
mostrado que o modelo do robo é

i = f(x) + g(x)u

onde
. - ’Q]
:q'
_ q
;o= _—M—1[0+K}]
. }
g = M—l

e que h : W — Y é invertivel, com Jacobiano I'(q) = g—Z invertivel para ¢ pertencete a

um aberto W (onde néo existem singularidades da cinemadtica direta). Neste caso, pela
regra da cadeia
. Oh
U= =
9q q(t)

E portanto vemos que a primeira derivada de todas as saidas é funcao apenas do estado

x. Seja ' = g—z. Derivando outra vez

g =T (g)Q"

Y@ = T M 4 gl
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Note que a componente 75 da matriz I' é dada por

oh;
Fi e
J aqj

portanto a componente ij de I'™ serd

B (S
g | 0q; 8qk8qj

portanto a i-ésima componente {F(l)q(l)}i do vetor coluna I'Mg™ gerd

n n
Z Qka
k=1 O aq]

7j=1
Logo se H; ¢ a matriz Hessiana da aplicacao h;, definida elemento a elemento, por

0%h;
Hi | = )
{ }kj @qkaqj

e teremos portanto

- T

DY = Z {¢MY H, {¢M)

i=1

Como H; depende apenas de ¢, segue-se que
y? = a(w) + A(z)u(t)
onde
a(z) =TW¢H —TMC + K]
A(z) =TM™!

Como det A = (det T')(detM 1) # 0, concluimos que

e O grau relativo p; de todas as saidas é 2. Portanto o sistema possui grau relativo
bem definido.

e A matriz de desacoplamento é invertivel em W xR" (o0 espaco de estados é R" xR™).
e A dinamica zero estd ausente, pois s =2n — Y -, p; = 0.
Portanto a lei de controle
u=Afz) " [~a(@) + 5@ + o] (27)
lineariza a dinamica do erro de tal forma que, em malha fechada temos

e — (2 —
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A lei de controle (27) é portanto uma realimentagao linearizante para dinamica do erro.
Podemos proceder como na se¢ao 2.3 para construir uma realimentacgao estabilizante da
dindmica do erro. Seja ¢; € R? definido por

Entao ¢é facil ver que a dinamica do erro e; é governada pela equagao linear

onde
0 1 0
=[50 5=11]
Assim uma lei de controle
V; = FM

andloga a da secao 2.3, pode estabilizar a dinamica do erro. Para isso basta escolher os
dois pélos de malha fechada, tomando 7;(s) = (s — A})(s — \?) = s? — (ais + a). Para
isso, podemos escolher

Fi=la), d}],i=1,....,n

Em particular, a lei de controle estabilizante possui a forma:

v=Fe
onde
Fi, 0 0
0 F 0
0 0 F,
e
€ = (61’ €2, ... ,En)T
Note que
. (630)7 egl), 650)7 egn’ L 620)7 6%1))1’ _ y<p—1> _ g<p—1)
onde
_ 0 (1
N RV R v i
37(,071) = (g§0)7 g§1)7 crty e 757(10)’ gf]l))T
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