Cap. 3 — Existéncia e Unicidade de
Solucoes de Equacoes Diferenciais

1 Problema de Cauchy

Esta se¢ao tem como objetivo apresentar o problema de Cauchy (que nada mais é do
que uma equacao diferencial de primeira ordem) e sua solugdo analitica. Em geral
as equacoes diferenciais no R™-nao possuem solucao analitica, e somente conseguimos
explicitar essas solugoes em casos particulares. No entanto, métodos numéricos podem
quase sempre obter aproximagoes das solucoes num intervalo finito de tempo com erro
arbitrariamente® pequeno, pelo menos se as computacoes fossem exatas.

Uma teoria que permite obter informacoes de uma equacao diferencial sem resolveé-la
¢ denominada de teoria qualitativa. Tais teorias sao de certo modo mais importantes
do que saber resolver as equacgoes, pois a solucao das mesmas acabam sendo obtida
pelos métodos numeéricos. E importante ressaltar que os métodos numéricos podem
fornecer resultados distantes da real solucao em alguns casos, De fato os “experimentos
numeéricos” aplicados em equacoes diferenciais patoldgicas podem dar resultados muito
diferentes quando se escolhem métodos numéricos diferentes. Resta ao usudrio dos
programas de integracao numérica saber criticar os resultados a luz do proprio calculo
numérico e ainda através de teorias qualitativas.

A seguir enunciamos o problema de Cauchy unidimensional.

Problema de Cauchy Unidimensional : Dada uma funcao f : R — R, e uma
condicao inicial xg € R, em ¢y, queremos achar uma solucao da equacao diferencial:

z(t) = f(z(t))

l’(to) = X
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Lembre que uma solugao de (1) definida em um intervalo [tq,%s] com tg € [t1,to] é
uma aplicacio ¢ : [t1,ts] — R™ tal que ¢(t) = f(¢(t)) e ainda ¢(ty) = 9. Normalmente
denotamos uma soluc¢do ¢(t) por z(t;ty, xo), ou simplesmente x(t) quando o contexto
permitir. Na maioria dos casos, pelo menos no estudo de sistemas de controle, temos
t; = to, isto é, estamos interessados no comportamento futuro das solugoes, isto é, o seu
valor para t > t.

Definigao 1 Um ponto de equilibrio T de (1) é um ponto & € R™ tal que f(Z) seja nulo.

Dizemos que o Problema de Cauchy nao tem unicidade se existirem pelo menos
duas solugoes distintas ¢1(t) = x1(t;t0, xo) € Pa(t) = x2(t;ty, zo) definidas pelo menos

INa verdade existe o limite da precisdo da representacido numérica no computador



em um intervalo comum [t,,¢,] contendo ty, sendo que para algum 7 € [t,,t,] temos
¢1(7) # ¢o(7) (vide Figura 1).

O exemplo a seguir nao possui unicidade no sentido que, para condi¢ao inicial xy = 0
vamos exibir infinitas solugdes x(t) para o sistema tais que z(ty) = xo.
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Figura 1: Trés solugoes da equagao & = z'/® com condigao inicial z(0) =0

Exemplo : Considere o Problema de Cauchy unidimensional:
i(t) = x(t)'?, x(to) = o

Vimos no capitulo 1 que para encontrar solucoes que nao passem em um ponto de
equilibrio, podemos utilizar a expressao:

td:r;fa;: td:r;xl/?’:t—to
[ i@ = [y

que fornece:
Bu(1)¥3/2 — 3/222% /2] =t — ¢4



e portanto
z(t) = {2/3[3/222 + t — to] 13/

escolhendo-se t, = 3/2w3/ ?, obtemos a solucdo ¢1(t) = |(2t/3)*%|. Por derivacdo,

verifica-se que ¢ (t) = ¢, (t)'/? para todo t € R, ou seja, ¢y(t) é uma solucdo definida
para todo ¢t > 0. Por outro lado, exibe-se mais outras duas solucoes que respeitam a
mesma condigao z(0) = 0. Sao elas, ¢o(t) = —¢1(t) e ¢3(t) = 0, para todo t > 0.
Portanto nao héa unicidade de solugoes, como mostrado na figura 1. s

2 Espacos normados e o lema da contracao

Um espaco vetorial normado é um espaco vetorial X sobre o corpo do niimeros reais R
tal que exista uma aplicagao ||.|| : X — R, denominada de norma, tal que

e ||z]| > 0, para qualquer x € X, x # 0.
o [z +yll < || + [lyll, para quaisquer z,y € X.

e |az|| = |af||z||, para quaisquer « € R e z € X.

Exemplo : O conjunto C°[a,b] das aplicacoes ¢ : [a,b] — R™ é um espago normado
com as operacoes usuais de soma de funcoes e multiplicacao de escalar por funcao:

o (¢1 + da)(t) = d1(t) + da(t), quaisquer ¢y, py € Ca, b].

o (co)(t) = co(t), qualquer que seja c € R e ¢ € C%a,b]. Definindo-se a norma do
Sup por:

o]l = sup {{¢(t)]] - ¢ € [a, 0]}

t€la,b]

)

Uma vez que definimos uma norma no espago X, temos automaticamente uma
topologia associada a essa norma através da seguinte construcao:

e Uma bola aberta Bs(¢) de centro em ¢ e raio ¢ é o subconjunto de C°[a, b] definido
por:

Bs(¢) = {¢ € C°la,b] | |l — ¢l < o}
e Um subconjunto aberto de C°[a,b] ¢ uma uniao arbitrdria de bolas abertas.

e Um subconjunto fechado S é o complementar de um subconjunto aberto

Definigao 2 (Convergéncia de sequéncias) Uma sequéncia x,, de elementos de um espago
normado X converge para T (consideramos sempre que x € X ), se para todo € > 0
real, existir N natural suficientemente grande tal que n > N implicar em ||z, — Z|| < €.
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Observagao: Assim como no caso dos espacos Euclideanos, se S é fechado, entao toda
seqiiéncia z,, convergente de elementos de S converge para um elemento de S (exercicio).

A maneira de imitar a propriedade de completude dos reais no caso de espacos
normados é considerar o conceito de seqiiéncias de Cauchy.

Definicao 3 Uma seqiiéncia x,, de elementos de um espaco normado X é de Cauchy se
para todo € > 0 real existir N natural suficientemente grande tal que n,m > N implica
em ||z, —zm|| < €. Um espago normado X é denominado de completo se toda seqiiéncia
de Cauchy for convergente. Um subconjunto S (nao necessariamente um subespago)
de X ¢ completo se toda seqiiencia de Cauchy de elementos de S convergir para um
elemento de S. Um espagco normado completo € denominado de Espag¢o de Banach.

Observagao Importante: Todo subconjunto fechado S de um espago completo é
completo (exercicio).

Definigao 4 Sejam A C X eV C Y dois subconjuntos de espacos normados X,Y . Por
comodidade, denotamos a norma de um elemento x de X por ||z||, e também a norma
de um elemento y de Y por ||y||, lembrando que esta notac¢ao nao significa que as duas
normas tem a mesma natureza. Dizemos que um operador T : A — B € continuo se
para todo € > 0 existir 6 > 0 tal que ||x1 — || < § tmplica em | T(x1) — T'(x2)|| < e.

Observagao: Para um operador 7' : A — B continuo, se x, for uma seqiiencia
convergente de elementos de A, e A, B sdo fechados, entao lim,, ., T'(x,) existe e é igual
T(lim,,— ) (exercicio). Em outras palavras, a continuidade permite levar a operagao
de limite “de dentro para fora” do operador T'.

Um resultado importante para demonstragao de existéncia e unicidade de solugoes do
Problema de Cauchy é o Lema da Contracao.

Lema 1 (Lema da Contracao) Seja B um espago de Banach. Seja X um subconjunto
fechado de B. Seja T : X — X um operador. Dizemos que T € uma contragao se
T (xz) =T ()| < pllz —yl|l para algum nimero real p, com 0 < p < 1. Entdo existe um
unico ¥ € X, denominado de ponto fixo de T, tal que T'(x*) = z*.

Prova: (Esbogo tosco) Escolha qualquer zp € X. A idéia da prova é mostrar que a
seqiiéncia xy, definida por xy,1 = T'(xy) é de Cauchy, sendo portanto convergente. Assim
existe o limite z* da seqiiencia, e depois é facil mostrar que T'(z*) = x*. De fato, a partir
da continuidade de T, escreva x* = limg_.oo Tpr1 = limy oo T(xg) = T(limyg_0o ) =
T(z*). Nao é dificil mostrar a unicidade do ponto fixo por absurdo. Para uma prova
completa, consulte [1]. O



3 Existéncia e Unicidade Locais

Esta secao apresenta uma versao do famoso teorema de Picard. Outras versoes deste
teorema podem ser encontradas em [1, 5]. Agora vamos considerar o problema de Cauchy
para sistemas n-dimensionais variantes no tempo. Seja D C R™ um conjunto aberto,
denominado Dominio do Problema de Cauchy e seja f : I x D — R" uma funcao
continua. O intervalo I é um intervalo da reta, podendo ser finito, ou infinito, aberto ou
fechado, ou ainda da forma [t,, ;) ou (t,,t]. Seja xzg € D ety € I. Considere a equagao

diferencial: '
) = S010) 5

ZE(tO = X

Definigao 5 Uma solugdo local de (3) (em J) é uma aplicacao diferencidvel ¢ : J —
D, definida em um intervalo J C I, com ty € J, tal que ¢'(t) = f(t,¢(t)) para todo
t € J e ainda ¢(ty) = xo. Uma solucao é global se J = 1.

Problema (Problema de Cauchy n-dimensional) : Encontrar solugoes (locais) de
(3) para condigao inicial zo = x(ty) fixada. O

Uma hip6tese fundamental para demonstrarmos a existéncia e (principalmente) a
unicidade de solugoes do Problema de Cauchy n-dimensional é o fato de f ser Lipschitz
com relagao a segunda variavel.

Definicao 6 Seja f : I x D — R"™ uma aplicagao continua, sendo D um aberto de
R™. Dizemos que f € localmente Lipschitz em xo com relagdo a sequnda varidvel (ou
simplesmente, “localmente (L) em xy”, se existir nimeros reais L > 0 e r > 0 tais que,
para todo x1,x9 € Br(xo) C D etodot el tenhamos

(8 20) = [t 22)l] < Lljay — 2. (4)

Dizemos que f é “localmente (L)”, se f for localmente (L) para todo o € D. Dizemos
que f € “globalmente (L)”, se (4) valer para todo xoy € D.

OBS: Lembre que B, () é a bola fechada de raio 7, isto é, B,(zg) = {z € R" | ||z —
zol| <71}

A partir de agora consideraremos que o intervalo da reta I onde buscamos as solugoes
¢ da forma I = [ty, T] para T finito, ou ainda da forma I = [ty,00). Cometeremos um
abuso de notacao considerando que T pode ser infinito, e neste caso [ty,T] denotard
[to, 00]. Consideramos intervalos desta forma (isto ¢, intervalos tais que ¢y é seu extremo
inferior) pelo fato de que estamos preocupados com aplicagoes em teoria de controle,
onde somente estaremos interessados no futuro das solucoes, isto é, em t > t.

Teorema 1 (Teorema de Picard) Seja I = [ty, T]. Considere o problema de Cauchy n-
dimensional, e suponha que f € localmente (L). Entao pode-se escolher § suficientemente



pequeno tal que exista uma tinica solugdo local do problema de Cauchy em J = [to, to+4].
Mais ainda, se uma solugao estd definida em Jy = [to,tf] C I entdo ela € unica neste
intervalo.

Observagao: Escolha qualquer t; finito, com ty < ¢; < T (quando T é finito
podemos escolher t; = T). Seja h = maxyc, ] || f(t, 20)||. Seja r o raio da bola cor-
respondendo a Definicao 4 em torno de zy. A prova do Teorema de Picard mostrara
que ¢ pode ser escolhido como qualquer real positivo tal que § < r/(Lr + h) e ainda
§ < (1 — to).

Prova: (Esbogo) Seja J = [ty,to+ 0] C I onde § > 0 é um nimero real a determinar.
Assuma que z(t) é uma solugao local do problema de Cauchy em J, entdo pelo
teorema fundamental do calculo, # = f(¢,z) implica em:

x(t) = xo +/t f(s,x(s))ds

para todo t € J. Fixado § > 0 considere o espaco vetorial E das aplicacoes continuas
¢ : J — R™ munidas da norma do sup. Denote a norma do sup de z(-) € E por ||z(-)|| s
Lembre que [|z(:)]|5 = sup,c; [|=(2)]-

Exercicio: Mostrar que E é um espaco de Banach (espago normado completo). s

Como f é localmente (L) existe ¥ € R positivo, com Bx(xg) C D tal que (4) é
satisfeito.
Defina agora o seguinte subconjunto fechado X de E

X ={¢() € E[ll¢ —xollp <7}

Note que X C E é a bola fechada (do espago E) de raio r e centro na fungao constante
Y(t) = mo,t € J. Note que toda aplicagdo ¢ : J — R™ pertencente a X é tal que
|p(t) — xo|| < r para todo t € J (conseqiiéncia da definicdo da norma do sup).

Definigao 7 Defina o operador T : X — E, tal que, para x(-) € X, tenhamos T'(z(-)) =
o(+), onde ¢ é definido por

o(t) = T(x())|y = 70 + / £ (s, 2(s))ds,

para t € J.

Exercicio: Mostrar que T'(z(-)) assim definida é uma aplicagao continua, sendo por-
tanto um elemento de E. &

2A mesma demonstracdo pode ser adaptada para mostrarmos que existe uma tnica solucido em
J = [to — §,to + J], para d suficientemente pequeno no caso em que I contém ¢y em seu interior.



A idéia da demonstragao é utilizar o Lema da Contracao, pois observe que, pelo
teorema fundamental do célculo, z(-) é ponto fixo de T se e somente se z(-) for solugao
do problema de Cauchy. De fato, T'(z(-)) = z(-) se e somente se tivermos

£(t) = 70 + / £(s,2(5))ds,

para t € J. Derivando a equagao acima em ambos os lados, e aplicando o teorema
fundamental do cdlculo®, teremos que z(t) = f(t,z(t)) e portanto z(t) é solugao de (3).
Para poder utilizar o teorema do ponto fixo, precisamos mostrar duas coisas:

(A) Existe § positivo suficientemente pequeno tal que T(X) C X.
(B) Existe 0 positivo suficientemente pequeno tal que 7' é uma contragao.

Mostremos inicialmente (A). Escolha® qualquer ¢, € J com ¢; > to. Defina hmaxe, 4,1 f (¢, zo)-
Tal méximo existe (é finito) porque toda fun¢ao continua num compacto admite maximo
e minimo [2, 4, 3]. Entao, para todo t € [ty, ;] teremos:

T(x( )] —z0 = /tf(s,x(s))ds
= [t 6)) = s 0) + S (s,

to

Tomando a norma do R™ em ambos os lados, usando o fato de que para H continuo

temos . .
|| / H(s)ds|| < / |H(s)|ds.
to to

e ainda usando a desigualdade triangular, obtemos

t

[Tzl = ol = (I [ [f(s,2(s)) = f(s,20) + f(s,20)]ds]|

= | I/ (s, 2(s)) = f(s,20) + f(s,20)]ds]|

< | lf(s,2(s)) = f(s,0)]llds +/t 1/ (s, z0)ds||ds

to

Usando o fato de que f é localmente Lipchitz, a definicao de h, e ainda o fato de
|z(t) — xo|| < r para todo z(-) € X, obtemos para todo ¢ < ¢;:

3Note que o teorema fundamental do calculo juntamente com a continuidade de z(t) e de f(-,")
garante a diferenciabilidade de ftto f(s,z(s))ds com relagao a t.
4Se J ¢ um intervalo fechado [to,T], pode-se escolher t; = T.
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< Lrt+ht = (Lr+ h)t < (Lr+ h)o
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Escolhendo § < min{r/(Lr+h),t;} teremos || T (z(-))|—xo|| < (Lr+h)r/(Lr+h) =r.
Isto prova (A).

Provemos agora que (B) é verdadeiro (7" : X — X é contragao para d suficentemente
pequeno). Dados z(-),y(-) contidos em X, entdo, como f é (globalmente) (L) dentro
de B, (), teremos:

IT(x(-) = T)lle = Stlelyll t fs,2(s)) = f(s,y(s))ds|

< | (s, a(s)) = Fls,y(s))llds
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Isto mostra que T é uma contracao se tomarmos 9 tal que p = L seja menor do que
1. Note agora que para 6 < r/(Lr + h) teremos Lo < Lr/(Lr + h) < 1. Portanto é
suficiente tomarmos ¢ < min{r/(Lr + h), (t; — to)} para garantirmos que (A) e (B) s@o
verdadeiras.

Note que aplicagao do Lema da Contragdo mostra que existe (uma tnica) solugao
z(-) da equacao diferencial pertencente a X (isto é, solugdes que nao saem de B,.(zg)).
A demonstracao que foi apresentada até agora permite obter seguinte resultado parcial:

Resultado 1 (existéncia e unicidade locais): Seja r o raio da bola fechada
B,(xq) correspondente a condicio de Lipchitz local em torno de xy. Emiste § suficiente-
mente pequeno tal que, para todo € < 0 existe uma unica solugdo x : [to,to + €] — R"
que ndo sai de B,(x).

Nao mostramos ainda a unicidade no caso mais geral, por exemplo se a solucao esta
definida num intervalo que contiver J = [to,to + &] propriamente, ou se a solugao sair
de B, (xp). Mostraremos entao o seguinte resultado

Resultado 2 (Unicidade): Seja J; = [to,t;] C I. Assuma que existam duas
solugbes x1 : J; — D e xy : J; — D do problema de Cauchy (3). Entao x;(t) = zo(t)



para todo t € J;. Em particular, se existe uma solucao do problema de Cauchy em um
intervalo, ela é inica neste intervalo.

Para mostrar este resultado, assuma que existem duas solugoes diferentes x1(-) e
z5(+) definidas em J;. O conjunto:

S = {t € J1 | xl(t) — l‘g(t) 7£ O}

é limitado e nao vazio, portanto admite infimo a = inf S. Mostremos que a > t;. De
fato

e Por continuidade de 7 e x5 existe € > 0 suficientemente pequeno tal que t € Jy =
[to, to + €] C Jy implica em |[|z1(t) — zo|| < 7 e ||za(t) — xo|| < r (exercicio).

e Nestas condicoes, pelo Resultado 1, podemos tomar € suficientemente pequeno tal
que que ha unicidade no intervalo Jy para as solugdes que nao saem de B,.(zo).

Logo a >ty + e.

Note agora que o conjunto F' = {t € Jy|z;(t) — z2(t) = 0} C R é fechado (exercicio),
e tem que conter o intervalo aberto [tg,a). Portanto a € F, j& que F contém o fecho
de [tg,a). Logo a ¢ S. Como a = inf S, para todo €; > 0 temos que S contém pontos
do intervalo [a,a + ¢). Aplicando o resultado acima para condigao inicial z} = z1(a) =
r5(a) e th = a, constréi-se r; a partir da condi¢ao de Lipschitz local em torno de z}
e conclui-se que as solugoes que niao saem de B, (x}) num intervalo de tempo contido
em J3 = [t},t} + €1] sdo tnicas para todo ¢; < §; para §; suficientemente pequeno.
Por continuidade, se €; for suficientemente pequeno, xs(t) e x;(t) ndo podem sair de
B,,(z}) para t € J;. Portanto zy e z; coincidem no intervalo J3 para € positivo,
convenientemente construido. Isso contraria o fato de S conter pontos de [a,a + €) =
[ts,td + €1) C Js para €; arbitrariamente pequeno. O

4 Prolongamentos e Solugcoes Maximais

Nesta se¢cao mostraremos que toda solucao que fica contida em um compacto pode ser
prolongada. Em outras palavras, para que uma solucao do problema de Cauchy seja
mazimal, isto é, nao possa ser prolongada, ela “sai” de qualquer compacto contido no
dominio D. Concluiremos que, se D for limitado, entao toda solugao maximal tende a
fronteira de D quando t tender para infinito. Seja D = R" e seja J C R um intervalo
finito. Entao toda solugdo maximal z : [tg,T) — D “tende para infinito” quando ¢
tender para 7T

Um resultado auxiliar importante para a secio é o Lema da Unido dos Compactos®

5Vide Exercicio 7 da primeira lista de exercicios.



Lema 2 (Lema da Unido dos Compactos). Seja D C R™ um conjunto aberto. Entdo
existe uma cole¢io {K; : j € N} de conjuntos compactos K; tais que:

D:U&
jeN

sendo que, para todo x € D tal que v ¢ K, pelo menos uma das duas afirmagoes abaizo
sempre ocorre para todo j > 0:

(A) Nl=ll > j, ou
(B) dist(x,0D) < 1/j.

Apresentamos agora o conceito de prolongamento de uma solucao®

Definicao 8 Sejam J; e Jy dois intervalos da reta real. Uma solugao x1: J; — D € o
prolongamento de outra solucao xo : Jo — D se Jy D Jy e as solucoes coincidem em Js.
Uma solu¢ao que mao pode ser prolongada é denominada de solu¢ao maximal.

O lema a seguir mostra as propriedades basicas das solugbes com relagdo a pro-
priedade de prolongamento.

Lema 3 (Lema da Saida do Compacto) Considere o problema de Cauchy n-dimensional

5 2 e o

onde f: I x D — R™ € continua e localmente (L), onde I = [tg,t1] CR e D CR"™ é um
subconjunto aberto (Dominio do Problema de Cauchy). Seja K um conjunto compacto

contido em D. Suponha que existe uma solucao x : [to,T), onde T < t; e z(t) € K para
todo t € [to,T). Entao:

(a) A solugao x(-) é uniformemente continua em [to,T).
(b) O limite z* = lim;_,7 x(t) existe e € pertencente a K.

(¢) Defina xy : [0,T] — D tal que x1(t) = x(t) parat € [ty,T) e x(T) = x*. Com esta
defini¢ao, x1(+) € solu¢ao do problema de Cauchy em [to, T).

(d) Eziste 6 > 0 tal que x(-) admite um prolongamento definido no intervalo [to, T+ 9].

(e) Assuma que uma (outra) solugao x* : [to,t*) — D € mazimal. Entdo, para todo
compacto K C D existe § > 0 tal que t € (t* — §,t*) implica em z(t) ¢ K. Em
outras palavras, solucoes maximais saem de qualquer compacto contido no dominio

D.

6Neste capitulo consideraremos apenas os prolongamentos a direita (para tempo futuro). As mesmas
técnicas permitem estudar prolongamentos a esquerda.
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Para demonstracao do Lema da Saida do Compacto, vide Apéndice.
Como exercicio, o aluno pode demonstrar as seguintes conseqiiéncias do teorema da
saida do compacto, e do Lema da Uniao dos Compactos.

e Se o dominio D = R", se uma solucao ¢ : [tg,7) — R™ é maximal (ndo admite
prolongamento), entao lim, .7 ||¢(t)|| = co. Em outras palavras, toda solugao
maximal no intervalo [tg,T') explode em tempo finito 7.

e Se o dominio D é limitado (isto é, esta contido em alguma bola de raio r) entao
lim; . dist(¢(t),0D) = 0. Em outras palavras, toda solugdo maximal no intervalo
[to, T') tende a fronteira de D quando t tende para T.

e Quando D nao é limitado, e também nao coincidir com R", entao a situacao é mais
complicada. Pode-se afirmar apenas que, para todo M > 0, tao grande quanto se
queira, existe § > 0 tal que uma das situagoes seguintes ocorre para ||t — T'|| < ¢:

(a) dist(¢(t),0D) < 1/M, ou ainda;
(b) lle@)[l > M.
Falando grosseiramente, a solucao pode tender para infinito nas direcoes onde D

“é ilimitado”, enquanto para outras direcoes onde D “é limitado”, a solucao pode
tender para a fronteira de D.

A Prova do Lema da Saida do compacto

Prova:

(a) O conjunto FF = I x K = [tg,t1] x K é compacto (exercicio). Portanto, da
continuidade de f em I x K C I x D, segue-se que |f(t,z| < M em F. Como
(t) = f(t,z(t)),t € [to,T), teremos que, para qualquer 7,7 € [to, T):

z(m) = x(m) + /T2 f(t,x(t))dt

Logo

Jolm) — sl = 1 [ oo
< /”\rm,x(t»udt

T1
T2

< Mdt

T1

= M(r2—11) (6)
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Logo z(t)) é uniformemente continua em [to,?] (é também globalmente Lipschitz).

(b) Provemos que existe lim; . z(t). Inicialmente tome qualquer seqiiencia t;, crescente
e convergente para T, com t; € [ty,T) para todo k € N. Como z;, = z(t;) é uma
seqiiéncia contida no compacto K, ela admite uma subseqiiéncia convergente xy, =
x(tg,),7 € N. Seja * = lim; o, z(tg,). Mostremos que x* = lim;_,, 2(t). Escolha ¢ > 0
arbitrario:

e Como lim; o ty, = T, temos que existe K (€) suficientemente grande tal que i >
K (€) implica em
|tk = T| < ¢/(3M) (7)

e Como z* = lim;_,, x(ty,), existe K;(e) suficientemente grande tal que, i > K ()
implica em
[ (ty, — ™[ <€/3 (8)

Para mostrar que z* = lim,_,, 2(t), seja € arbitrario e tome d(¢) = ¢/(3M). Mostraremos
que a definicao de limite é atendida, ou seja, que

[t —T| <d(e) = ||x(t) —z*|| <€

De fato, assuma que

[t —T| < ¢/(3M)

Logo da tltima inequagao, de (7) e da desigualdade triangular, teremos
t—te| =t —T+T —t,| <|t=T|+|T —t;,| =2¢/(3M)
Da tltima inequagao e de (6), segue-se que
lx(t) — x(te,)|| < M|t — ty,| =< 2¢/3

Logo, da tltima inequagao e de (8), segue-se que

l(t) — 7] [ (t) = x(ty,) + x(ty,) — 27|
< ) = ()l + llo(tr) — 27|
<

2¢/3+¢/3=c¢

Por fim, como K ¢é fechado (por ser compacto) e x(ty,) € K, segue-se que z* é o limite
de uma seqiiéncia de elementos de K. Assim z* € K.

(c) Considere a seguinte afirmacao (trivial):

Afirmacao (A): Sejam F : [to,T] — R" e z1 : F : [tg,T] — R™ duas aplicagbes
continuas que coincidem em [7p, 7). Entao elas coincidem em [to, 1.

Seja aplicagao x1 : [tg, T] — R™ definida por



Por construgao z1(t) é continua”. Como f é continua em [tg, T]| x D e x1(+) é continua em
[to, T], a aplicacdo composta f(7,x1(7)) é continua. Como a integral de uma aplica¢ao
continua é continua (pois é diferencidvel), a aplicagdo F : [tg,T] — R™ definida por

F(t) :xo—i-/t f(t,zq(7))dr

serd também continua. Como x(t) é solugao em [to,T) e coincide com 7 neste intervalo,
pelo teorema fundamental® do cdlculo aplicado para t € [ty, T') teremos:

ZL’l(t) = Xy —{—/t f(t,l‘l(T))dT, te [tQ,T)

Logo F(t) e x1 sao continuas em [tg,T] e coincidem em [ty,T). Pela afirmagao (A)
acima, F'(t) e z; coincidem em [to, T'|. Portanto

z1(t) = xg —i—/t f(t, z1(1))dr, t € [to,T]

Deste modo podemos derivar em ambos os lados da tltima equacao e o teorema funda-
mental do cdlculo nos dard #(t) = f(t,z(t)) em [to, T

(d) Pelo Teorema de Picard (Teorema 1) considerando-se o instante inicial igual a T
e a condigao inicial igual a z(T) = z* conclui-se que podemos prolongar a solucao até
t =T 4+ 9, para ¢ suficientemente pequeno.

(e) Assuma que a solugao z* : [tg,t*) — D é maximal e [ty,t*) C [to,t1] C I, com
t; finito. Note que, se M = K C R" é compacto, [to,t1] x K é compacto (exercicio).
Portanto a aplicagao continua || f|| : I x D — R quando restrita a M admite um maximo
h* tal que || f(t,x)|| < h* para todo (t,x) € M.

Por absurdo, suponha que para todo § > 0 existe t € (t* — §,t*) C [to,t*) tal que
x(t) € K.

Seja d, uma seqiiéncia de nimeros reais positivos tal que lim, ., 0, = 0 e (t* —
On,t*) C [to,t*). Para cada n € N, escolha ¢, € (t* — 0,,t") tal que z(¢,) € K. Como
toda seqiiéncia contida em um compacto K admite uma subseqiiéncia convergente, seja
z; = x(t,,) uma subseqiiéncia convergente para z* € K, e seja 7; = t,,. Note que, por
construgao lim; .., 7; = t* e ainda lim; ., x(t;) = z*.

Como f é localmente (L) em torno de z*, existe s > 0 tal que para todos ,y € B(z*)
et € I temos

1f(t,2) = fty)ll < Lz -yl
Sejar =s/2ed =min{r/(Lr+h*), (t1 —to)}. Como lim; o 7; = t* e lim; o z(7;) =
z*, existe N suficientemente grande tal que ¢ > N implica em

"Lembre que uma aplicagio g(z) é continua em z = h se e somente se lim, ., = g(h).

8 Aqui usamos somente o fato de que z(-) é solucio em [tg,T). A sutileza da prova estd em mostrar
que podemos aplicar o teorema fundamental do calculo para t = T'. Lembre que o teorema fundamental
do célculo pede a continuidade do integrando!
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o [[a(r) ==l <,
o || — || < 6/2.

Portanto tomando i = N + 1, o tempo ¢ = 7; e a condigao inicial 23 = z(7;) € K segue-
se que a aplicacdo do Teorema de Picard (vide a observagao logo abaixo do teorema)
nos fornece a existéncia de uma solugao z; : [t§, t{ + 6] — R". Note agora que

Iltg — £l < 0/2

e assim ¢} + § > t*. Com isso conseguimos prolongar a solugdao além do instante t*,
contradizendo o fato de que a soluc¢ao z(t) é maximal. Isto conclui a demonstragao.
O
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