Cap. 1 — Introducao

Este curso de controle de sistemas nao lineares tem como objetivo o estudo das
propriedades basicas dos sistemas nao lineares e de algumas técnicas de controle nao-

linear. E importante ressaltar que os sistemas nao lineares apresentam comportamento
muito mais rico e complexo que os sistemas lineares. Listamos abaixo alguns pontos
importantes:

1

Esta

Um sistema linear tem as propriedades bésicas de linearidade e superposi¢cao. Um
sistema nao linear nao tem essa propriedade. Por exemplo, a soma dos efeitos de
duas entradas nao coincide com o efeito da soma destas entradas.

Um ponto de equilibrio localmente assintoticamente estéavel de um sistema linear
¢ globalmente assintoticamente estavel. Pontos de equilibrio de sistemas nao lin-
eares podem ser localmente assintoticamente estaveis mas nao serem globalmente
assintoticamente estaveis.

Sistemas lineares assintoticamente estaveis sdo necessariamente estaveis BIBO (ou
entrada-saida). Em outras palavras, entradas limitadas provocam sempre saidas
limitadas. Uma entrada ou disturbio limitado pode até instabilizar um sistema
nao linear, mesmo que ele seja globalmente assintoticamente instavel.

O estado de um sistema nao-linear nunca diverge em tempo finito, pois as solugoes
possuem crescimento (ou decrescimento) exponencial. O modulo ||z(t)|| do estado
de um sistema nao linear pode tender a infinito em tempo finito.

Um sistema nao linear pode nao possuir a propriedade de unicidade de suas
solugoes. Em outras palavras, para uma condicao inicial fixada, podem existir
duas ou mais solugoes da equagao passando por esta condicao inicial.

O comportamento cadtico que pode ocorrer em sistemas nao lineares nunca ocorre
em sistemas lineares.

Solucoes de Sistemas Unidimensionais

se¢do tem como objetivo apresentar o problema de Cauchy unidimensional (que

nada mais é do que uma equagao diferencial unidimensional) e sua solugao analitica. Em
geral as equacgoes diferenciais n-dimensionais nao possuem solucao analitica, e somente
conseguimos explicitar essas solugoes em casos particulares.

Os exemplos apresentados mostram alguns pontos levantados na introducao:

O fato da solugao poder divergir em tempo finito;

O fato de nao haver unicidade de solugoes para alguns sistemas;



e O fato de, para sistemas com entradas, nao valer o principio de linearidade e
SUperposicao.

e O fato de estabilidade assintotica nao implicar em estabilidade BIBO.

Problema de Cauchy Unidimensional : Dado uma funcao f : R — R, e uma
condic¢ao inicial zg, em ty, queremos achar uma solucao da equagao diferencial:

p(t) = f(z(t)) (1a)
xty) = o (1b)

Lembre que uma solugao de (1) definida em um intervalo [tq,%s] com tg € [t1,t5] €
uma funcéo ¢ : [ty, 2] — R tal que ¢(t) = f(4(t)) a ainda ¢(t;) = xo. Normalmente
denotamos uma solucao ¢(t) por z(t, ;ty, zo), ou simplesmente z(¢) quando o contexto
permitir. Na maioria dos casos, pelo menos no estudo de sistemas de controle, temos
t1 = ty, isto ¢, estamos interessados no comportamento futuro das solugoes, isto €, o seu
valor para t > t.

Definicao 1 Um ponto de equilibrio T de (1) € um valor real T tal que f(Z) seja nulo.

Para solugoes z(t) que nao passem por pontos de equilibrio’, podemos desenvolver
uma féormula para encontrar solugoes.

Método de Solugao do Problema de Cauchy Unidimensional. : Suponha que
buscamos uma solugao x(t) que ndo passe em nenhum ponto de equilibrio. Neste caso
terfamos, apds dividir (1) em ambos os lados por f(z(t)) :

a(t)
f(x(t))
Integrando a tltima equagao em ambos os lados no intervalo [tg,t] (isso é possivel por
exemplo se f é pelo menos continua por partes) teremos:

t l‘(t) B t L
. f<x<t>>‘“‘/todt‘t o

Aplicando o teorema de mudanga de varidveis na integral no lado esquerdo da tltima
equagao, vem (vide Teorema 10, p. 258 de [2])

L, 2
L(to)m I—t—to ()

Weremos no futuro que, para sistemas onde vale a unicidade de solugoes, se uma solugao ¢(t) passa
em um ponto de equilibrio Z entdo ¢(t) = T para todo ¢t. Porém, para sistemas que nao tem unicidade,
podemos ter solugoes que “escapam” de (ou que “chegam” em) pontos de equilibrio.




A equagao (2) permite obter analiticamente as soluc¢oes de (1), sempre que pudermos
calcular a primitiva correspondente & integral do lado esquerdo de (2). &

Exemplo 1 Considere o sistema
p(t) = 2*(t) (3)
zto) = o (4)

Mostraremos que as solugoes divergem em tempo finito. De fato, de (2) teremos:

:r(t) 1
a(to) ¥

Como a primitiva de 1/x? é —1/x teremos:

Logo x(t) = 1/[to+1/xo —t]. Note que o instante de tempo a = to+1/xg € um ponto de
singularidade da solugao. Em particular, a solugao tende para infinito em tempo
finito (vide figura 1).

[ )

Exemplo 2 Considere o sistema

B(t) = u’(t)r*(t) (5)
l’(to) = X (6)
onde u(t) € uma entrada constante e igual a ¢ para todo t < ty. Considere ty = 0

e g = 1. Entao aplicando-se a metodologia desenvolvida anteriormente, obtemos a
sequinte expressao para solucao:

z(t) =1/(1 —tc)

1. Para condigao inicial nula e entrada nula, notamos que &(t) = 0 implica em
x1(t) = 0 para todo t (no futuro mostraremos que esta solugdo € unica).

2. Para entrada nula e condi¢ao inicial xo = 1 a solugcao obtida também ¢é constante,
e assim x5(t) = 1 para todo t.

3. Para entrada u(t) = 1 e g = 1 vemos que x3(t) = 1/(1 —t) para t € [0,1) (a
solugao explode em tempo finito).

4. Para condig¢ao inicial nula e entrada constante u(t) = 1, vemos que uma solu¢ao
possivel € x4(t) = 0 para todo t (no futuro mostraremos que esta é a unica solugao
que existe neste caso).



Solugéo de dx/dt = X2 parat)=0ex,=1
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Figura 1: Solucao da equacao & = 2

Suponha, por absurdo que o principio de linearidade e superposi¢cdo vale para este
sistema. Se isto fosse verdade teriamos para uma condi¢ao inicial o = o e uma entrada
u = [ uma relacao da forma

Qf(t) = qug:a + wu:ﬁ

onde ¢yy—a denota a solugao com entrada nula e condig¢ao inicial v = « e ,—p3 denota
a solucao com condicao inicial nula e entrada u = 3. Mostremos que esta relacdo nao
se cumpre para este sistema. De fato note que

1. 21 = Qgy—0 + Yu=o;
2. T9 = Pyo=1 + Yu—o;
3. T3 = Ppo=1 + Yy=1;
4. Ty = Ppo—0 + Yu=1.

Portanto



(a) Temos xo — X1 = Prg=1 — Pupy=0 € T3 — Ty = Ppo=1 — Guo=0- Mas da figura 2 vemos
que To — T #£ 13 — T4!

(b) Temos x3 — xo = Py—q — Yy € Ty — 1 = Yyu=1 — Yu—o. Mas da figura 2 vemos
que x3 — To # T4 — 1!

Solugdes X1 Xy Xz € X,
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Figura 2: Solucoes da equacao i = z2u?

2 Sistemas bidimensionais

Consideramos agora sistemas bidimensionais

@1(t) = fi(zi(t), 22(t))
io(t) = falzi(t), 22(2)) (7)
z(ty) = (29,29) € R?

Note que a aplicagao f : R? — R? que associa (z1,%s) a (fi(x1,22), fo(71,22)) ¢ um
campo de velocidades, isto ¢, a cada ponto do R? associa o vetor velocidade da solucao



que passa neste ponto. Isto é conseqiiéncia da definicao de solu¢ao. Lembre que uma
solugao de 7 definida em um intervalo [¢1, to] com o € [t1, t2] € uma aplicagao ¢ : [t1, ts] —
R? tal que ¢(t) = f(4(t)) a ainda ¢(ty) = xy. Normalmente denotamos uma solucio
o(t) por x(t,;ty, zo), ou simplesmente z(t) quando o contexto permitir.

Sob certas condigbes podemos obter os graficos das solugoes zo em funcao de x;
(abstraindo-se o tempo). Admitindo que a solugao x(t) = (x1(t), z2(t)) que procuramos
nao anula fi(x(t), x2(t)) para nenhum instante ¢, se dividirmos dzs /dt por dx;/dt obti-
dos de (7), podemos escrever:

dl‘g/dt
dl’l/dt

= fa(w1,22)/ f1(21, 72)

Dizermos que dz;(t)/dt nao se anula em torno de um intervalo (a,b) contendo t, ¢é
o mesmo que dizer que z(t) é crescente ou decrescente neste intervalo. Logo existe
a fungao inversa? #(Z;) definida localmente em torno de um intervalo (c,d) contendo
x1(to), tal que t(z1(t)) = t. Mais ainda

dt

day

1
 dxy(t)/dt

:rl(t)

(a derivada da fungao inversa é a inversa da derivada). Agora componha a fungao z,(t)
com a funcdo t(z1) (que calcula o tempo em fungao de x;). Vamos obter a funcao
To(xy) = x5 0 t(x1). Derivando-se e aplicando a regra da cadeia®:

J _ falas(t).a(0)
aw Si@i(t), z2(1))

dlL‘Q

~Yar

dz,

dl’l

M

z1(t) (a1 (2))

Como a ultima igualdade vale para todo t em que pudermos escrever o tempo em fungao
de x1, obtemos a equagao diferencial

@ _ fa(z1, T2)
dry  fi(z1, )

esta ultima equagao diferencial permite muitas vezes obtermos a expressao da solucao
To(z1) no plano de fase (abstraindo-se o tempo).

OBSERVACAO. Depois da obtencéo de Z», pode-se obter o tempo solucionando-se
a equagao diferencial dt/dx, = 1/ f1(z1, T2(x1)).

Exercicio 1 Obtenha um método semelhante quando podemos escrever o tempo em
funcao de xo. Obtenha uma forma de obter o tempo em funcdao de xs.

(resposta parcial : % = %) : *

2Vide teorema da funcio inversa |2, 4, 3.
3 Aqui estamos usando o fato de que (x1(t)) = t, e portanto Zz(x1(t)) = z2(t)



3 Linearizacao de sistemas nao lineares

Resumimos aqui o método de linearizagao de sistemas nao lineares em torno de pontos
de equilibrio*. Considere um sistema de controle:

onde z(t) € R, u(t) e R™ e f: R® x R™ — R" ¢ diferenciavel. Assuma que (g, ug) €
R™ x R™ & tal que f(zg,up) =0, isto é zg é ponto de equilibrio para entrada constante
up. Lembremos da férmula de Taylor®

0 0
fl) = faouo) + 0| a2 () + O, w0, )
X (20,u0) u (z0,u0)
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Denote as variacoes z = x — xg e v = u — ug. Defina A = % (zo.u0) © B = %‘(xo’w).

Note que A é uma matriz n X n e B é uma matriz n X m de constantes reais.
Como f(xg,ug) = 0, pode-se mostrar que a melhor aproximagao linear para f(z,u)
em torno de (xg,ug) €
f(z,u) =~ Az + Bo (8)

A partir desta aproximacao e do fato de © = % = %, define-se o sistema lin-

earizado

Z(t) = Az(t) + Bo(t)

A linearizacao de um sistema é muito usada em Engenharia. E razoavel esperar que
o sistema linearizado seja uma boa aproximacao do sistema nao linear, pelo menos para
as solugoes que x(t) nao se afastem muito de zo e entradas u(t) que nao se afastem

4E possivel generalizar tal metodologia para linearizagdo em torno de trajetérias (solugoes) do sis-
tema. Neste caso obteriamos um sistema linear variante no tempo. Tal generalizagao nao seré tratada
aqui nesta apostila.

50 resto de Taylor O(z, zo, u, ug) & tal que lim;_ o % =0



muito de ug). De fato, isto é razoavel devido a (8). Um dos resultados importantes
de Lyapunov foi justamente mostrar que o sistema Linearizado ¢ um bom modelo para
estudar a estabilidade local de sistemas nao lineares, como veremos no capitulo sobre
estabilidade de Lyapunov.

IMPORTANTE : Como complementacao deste capitulo, recomendamos a leitura
do capitulo 1 de [1] e os exemplos das paginas 602 a 624 do Cap. 14 de [5].
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